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Practica N° 4: Elementos Finitos.

Notacion: Designaremos con V = {v : v es una funcion continua definida en [0,1], con
derivada v' continua a trozos y acotada en [0,1], y que satisface v(0) = v(1) = 0 }. Notaremos

1
< U,V >:/ uvdzx.
0

Llamaremos (D) al siguiente problema de valores de contorno:

{ —u'(z) = f(z) O0<z<1
u(0) =u(l)=0

donde f es una funcion dada.
(V) serd el problema variacional:

Encontrar u € V tal que < u',v >=< f,v >, YoveV.

1
Ejercicio 1 Probar que si w es continua en [0,1] y / wv dv = 0 Yv € V, entonces
0

w(x) =0V € [0,1].

Ejercicio 2 Probar que si u satisface el problema (V), y u” existe en el sentido habitual y es
continua, u es también solucion del problema (D).

Ejercicio 3 Probar que las siguientes formas bilineales son continuas y coercivas en los re-
spectivos espacios V'

a) V=R" a(u,v) =vAu' con A € R™" A definida positiva.
b) V = L*0,1), a(u,v) = fl u(z)v(z)p(x)dx, con p(x) > 0y continua en [0, 1].

0

c) V [Ohlf]l(() 1), fo p1(z)+u' () (x)po(x))dx, con p;(x) > 0y continuas

d) V = H(0,1), a(u,v) = fol W (z)v'(z)p(x)dzx, p(z) > 0, continua en [0, 1].

e) V.= HY0,1), a fo p1(z) + ku/(x)v(z) + u(x)v(z)p2(z))dr con p;
como en los 1terns prev1os v k constante suficientemente chico. Es esta forma bilineal
simétrica?



Ejercicio 4 Considerar el problema:

{ —u"4+u=f en [=(0,1)
uw(0) =u(l) =0

con f una funcién prefijada en C(I).

a) (Qué se considera una solucién clasica del problema?

b) ;(Coémo definiria una solucién débil?

d) Probar que existe una solucién tnica en Hg(I) de la formulacion débil.

)
)
c) Probar que toda solucién clasica es una solucion débil.
)
e)

Probar que la solucién débil es suficientemente regular (esto es, que pertenece a C?(I)),
y que proporciona una soluciéon clésica.

Ejercicio 5 Realizar un analisis como el del ejercicio anterior para el problema no homogé-
neo:

{ —u"4+u=f en [=(0,1)
u(0) = a, u(l) =5

con ay B €R,y f una funcién prefijada en C(1).

Ejercicio 6 Realizar un analisis similar para el problema con condiciones de Neumann ho-
mogéneas:

{ —u"4+u=f en I=(0,1)
w'(0)=4(1)=0

con f una funcién prefijada en C(I).
Ejercicio 7 Probar que el espacio vectorial V' de las poligonales con vértices en a = xg <

x1 < -+ < x, =bes un espacio de Hilbert con el producto escalar (¢, ) = Z d(x)(x;).
0

Ejercicio 8 Considerar una particion uniforme del intervalo (0,1), Uf’ I, = (0,1). Con-
struir el sistema lineal resultante, para las ecuaciones dadas en los Ejercicios 4, 6, al realizar
aproximaciones de Galerkin con

Vi =1{0€C%0,1), tales que ¢ es lineal en cada I;}
defininiendo las condiciones de borde adecuadas en cada caso.
Ejercicio 9 Encontrar la soluciéon discreta correspondiente al problema variacional:
hallar w € Hy(I) tal que < u',v' >=<1,v> Yv € H}(I)

utilizando discretizaciones con 2, 4, 8 y 16 elementos. Usar elementos lineales, y cuadréticos.
En cada caso calcular las normas ||u—up|| o, [[u—up| 2, ¥ [[u—us| m1(r) (donde u es la solucion
clasica), y graficarlas en funcion de h. ;Qué sucede cuando se usan elementos cuadraticos?
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Ejercicio 10 Para el espacio
Vi ={¢ €C%0,1), tales que ¢ es cuadratica en cada I;}

construir bases adecuadas y obtener la matriz de rigidez para el problema

{ —u'(x)=f(z) O0<z<1
u(0) =u(1l) =0

Ejercicio 11 Sea I = (0,1) y sean z; tales que 0 = 29 < 27 < -+ < xy_1 < oy = 1 una
particion de 1.

(1—z;)z 0<z<u

wl—2) m<z<l Verificar que

a) Definimos para cada 1 <i < N —1, G,(x)= {
G, € H}(0,1) y que Yw € H}(0,1) se tiene que

/01 w'(8)Gl(s)ds = w(x;)

b) Dada f € L?(0,1) considerar el problema

Escribir el problema en forma variacional sobre Hj y dar formulacion aproximada de
Galerkin utilizando el espacio

Vh:{ueHS tal que u € Pi(I;) paratodo 0 <i< N —1}

e Demostrar que ambos problemas variacionales tienen solucién tnica.

e Demostrar que fol(u — up)'v;, = 0 para todo v, € Vj,. De aqui y del item previo
concluya que u(z;) = up(x;), i.e, la solucion obtenida numéricamente interpola a
u en los nodos (aqui uy, denota la solucién del problema discreto). Verificar que
efectivamene, en el ejercicio 10 sucede eso.

c) Hallar la matriz de rigidez (usando las bases de Lagrange).

Ejercicio 12 Considere el problema de contorno:

{ u"(z) = f(x) 0<z<l1
uw(0) =u/(0) =u(l) =u/'(1) =0

Aqui u representa, por ejemplo, la deflexion de una barra empotrada en sus extremos y sujeta
a una fuerza transversal de intensidad f.

Llevar el problema a la forma débil:

Hallar v € HZ(0,1) tal que

<u’' W' >=<fv> Yve H0,1)

y demostrar que este problema variacional tiene solucién tnica.
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Ejercicio 13 Definir
Vi ={¢ €C°([0,1]), tales que ¢ es ciibica en cada I}

y probar que en general V}, no est4 incluido en H2. Pensar como definir un subespacio W), C V},
tal que W), C HZ. Construir las bases para Wj,.

Ejercicio 14 Considerar el problema:

{ —(a(z)u'(x)) + b(x)u'(z) = f(x) en T = (0, 1)
u(0) =u'(1) =0

conae€ CYI)yb, feC).
a) Plantear la formulacion débil del problema, en un espacio adecuado V.

b) Demostrar que para toda u € V' se tiene que:
lullzzy < <l
U\l .2 —||U 2
L2 < NG L2(I)
c) Probar quesia>a >0y
1
blloo < = mi
[blloc < 5 min a(z)
entonces existe una tnica solucién del problema débil.

d) Probar que la solucion débil es también solucién del problema continuo.

Ejercicio 15 Considerar el problema:

{ —u'"+pu =f xe(0,1)
u(0) =u(1) =0

siendo § > 0.
a) Plantear la formulacion débil de este problema, de la forma:
a(u,v) = F(v) Yv eV, (1)
para un espacio adecuado V.

b) Probar que F' y a son continuas, y que si [ es suficientemente chico, a es coerciva.
Concluya existencia y unicidad de soluciéon para el problema débil.

c) Sea T, una particion unifome del intervalo [0, 1], de parametro h > 0 dada por {z;},
x; = ih. Sea

Vh = {f S C([()? 1]) : f‘[ifi,%-&-l] S Pl}

Considerar el problema discretizado:
a(u,v) = F(v) Yv eV, (2)

Si up € V), es la solucion de (2), y u es la solucion de (1), probar, utilizando el lema de
Ceéa, que
|lu — upl|gr — 0
h—0



