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Practica N° 3: Espacios de Sébolev.

Ejercicio 1  a) Probar que la funcién definida como h(z) = exp(—1/z?%) para = > 0,
h(xz) = 0 para = < 0, pertenece a C*°(R).

b) Probar que la funcion g(z) = h(x — a)h(b —z), a < b es C*°(R) con soporte en [a, b].

c¢) Construir una funcion en C§°(R™) con soporte en una bola o en un intervalo.
Ejercicio 2 a) Sea f € L*(I) tal que [, fg dv =0 Vg € L*(I). Probar que f =0 c.t.p.

b) Sea f € L*(I) tal que [, fg dz = 0 para toda g € C§(I). Probar que f =0 c.t.p.

c) Sea f € L*(I) tal que [, fg dz =0 para toda g € C§°(I). Probar que f =0 c.t.p.

Ejercicio 3  a) Demostrar que si f,g € L? son tales que f[ fo = — f[ g¢ para toda ¢ €
C}(I) entonces g es tnica.

b) Sila f del item previo es derivable entonces f' = g.

Ejercicio 4  a) Dada una funcion ¢ € C§([) tal que [,v = 1 probar que § = w— ([, w)1 €
CO(I) para todo w € C§(I), ademés [, 6 = 0.

b) Si I = (a,b), sea ¢(z) = [ 0, probar que ¢(z) € C}(I), mas atn ¢ = 6.

¢) Si fen Ly, y [,f¢ =0 para toda ¢ € Cj(I) entonces f = cte c.t.p. (Sug. tomar ¢
como en el item previo y utilizar el Ejercicio 2).

Ejercicio 5 Sig € L}, .(I) tomar ¢ € I cualquiera, y escribir para z € I [ g = v(x), entonces

[;vd' = — [, g¢ para todo ¢ € Cj(I).

Ejercicio 6 Utilizando el ejercicio previo y tomando f y g como en el Ejercicio 3 deducir la
identidad f(z) = f(c) + [ g para casi todo x.

Ejercicio 7 Probar que si f € H'(I) entonces || f|loo < C||f]lz1-

Ejercicio 8 Usando el ejercicio previo demostrar que si u € H(I), con I = (a,b) entonces
u(a) = u(b) = 0. Probar, utilizando este hecho, que para I acotado en R existe una constante
C' (dependiente de |I|) tal que

lullz2 < Cllu ||z Yu € Hy (Desigualdad de Poincaré)

y por ende
lullmiory < Cllu/||lze Vu € Hy
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Ejercicio 9 Sea I = (—1,1). Comprobar que:

a) La funcion u(z) = L(z + |z|) pertenece a WP(I) para todo 1 < p < ooy que v’ = H,
donde H es la funcién de Heaviside:

H(z) :{ (1) : —01<<xx<<10
b) La funcion H ¢ WP para 1 < p < oo.
Ejercicio 10 Sea .
Y = T
con 0 <e<1ly (z,y) € Bgr(0).

a) Probar que u tiene derivadas generalizadas de primer orden en L*(Bg(0)); u € L*(Bg(0))
pero u no tiene representante continuo en Bg(0).

b) Encontrar los valores de p para los que u € W?(Bg(0)).
Ejercicio 11  a) Demostrar que la funcion
u(r,y) = [z + y7) 5

estd en ['(B1) donde By = {(z,y) € R*,2” +y* < st

N

b) ;Para que valores de « la funcion u(z,y) = | In(z? + y?))|* estd en Hl(B%)?

Concluir que las funciones de H! no son necesariamente acotadas y por ende el resultado
del Ejercicio 7 no se extiende a mas dimensiones.



