Practica 2

Espacios producto

1. Independencia de variables aleatorias

1. Sea C una clase de subconjuntos de R tal que R € C y ¢(C) = B(R). Probar que
B(R) & B(R) = O'(Cl X CQ . Cl,Cg S C)

2. Sea (92, F, P) un espacio de probabilidad y sean X,Y: Q2 — R variables aleatorias.
Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Las variables aleatorias X e Y son independientes.

b) Fxy = FxFy.

c) Pxy = Px x Py

d) En el espacio de probabilidad (R?, B(R)®B(R), Pxy) las proyecciones canénicas
son variables aleatorias independientes.

3. a) Mostrar que si X e Y son variables aleatorias discretas entonces
X e Y son independientes <= pxy = pxpy-
b) Mostrar que si X e Y son variables aleatorias absolutamente continuas entonces

X e Y son independientes <= fxy = fxfy.

Definicién. Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad.

e Dada una coleccion finita (F;);—1
son independientes si

» de o-algebras contenidas en F, decimos que

.....

() -1

para toda eleccién de A; € F; con 1 <i < n.

e Dada una familia arbitraria (F,)acr de o-dlgebras contenidas en F, decimos que
son independientes si cualquier subfamilia finita lo es.

4. Verificar que X e Y son independientes si y sélo si o(X) y o(Y) lo son.

5. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y P;, P, m-sistemas contenidos en F.
Probar que o(P1) y o(P2) son independientes si y sélo si

P(A1 N Az) = P(A1)P(A).
para todo A; € Py y Ay € Ps.

6. Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad y G, M C F o-dlgebras independientes.
Probar que si X € L*(Q,G,P) e Y € L*(Q, M, P) entonces

E(XY) = E(X)E(Y).



2. La o-algebra producto

1. Sean € un conjunto, (2., Fo)aer una familia de espacios medibles y X, : €3 — Q,
una funcion para cada o € I'. Sea G = O’(Xa fa € F) la menor o-algebra sobre ),
para la cual las funciones X, resultan medibles. Por tltimo, sean ademds (£2, F)
otro espacio medible y una funciéon Y : Q — €.

a) Probar que Y es G-medible si y sélo si X, oY es F,-medible para todo o € T.

b) Demuestre que G es la tinica o-4lgebra sobre P(£2;) que verifica dicha propiedad.!

Definicién. Sea (€2, Fu)acr una familia de espacios medibles y consideremos su producto
0 =[] Q0
ael

Definimos la o-dlgebra producto @), Fa sobre €2; como la o-dlgebra inicial generada por
las proyecciones 7, : {1 — €2, dadas por la férmula

Ta((Z)yer) = Za-

Cuando quede claro quiénes son las o-algebras (.Fa)aep, utilizaremos la notacién oy (£2;)
para referirnos a la o-dlgebra producto @, . Fa

2. Sea C la clase de los cilindros finito-dimensionales en [, . €2 definida como

C:{C(J,B):Jz(al,..., UF’“BE@FQZ}

keN

donde C(J, B) es el cilindro n-dimensional dado por

C(J,B) := {(wa)aep € HQQ D (Ways -+ s Way,) }

ael

Probar que C es un 4lgebra de conjuntos. Deducir que op(RY) =

3. Sea (X4 )aer una familia de funciones reales definidas sobre un cierto espacio (€2, F).
Probar que la aplicacién X : Q — R! definida por la férmula

X(w) = (Xa(w))aer
es op(R")-medible si y sélo si X, es una variable aleatoria para todo o € I".2

4. Sea (X,)aer una familia de variables aleatorias definidas sobre un espacio (2, F).
Verificar que
0(X,:ael)={X"YB): BcoyR")}
donde X es el vector aleatorio definido en el ejercicio anterior.

5. Sea (X4 )aer una familia de variables aleatorias definidas sobre un espacio (€2, F).
Probar que una variable aleatoria Y : Q@ — R es (X, : @ € I')-medible si y sélo si
existe ¢ : RY — R funcién o (R")-medible tal que Y = ¢((X4)aer).?

Por este motivo G se dice la o-dlgebra inicial sobre 1 generada por la familia (Xa)aer-
2Es decir, X es un vector aleatorio si y sélo si cada una de sus coordenadas es una variable aleatoria.
3Es decir, Y es 0(X,, : @ € I')-medible si y s6lo si es funcién medible del vector aleatorio X = (X4 )acr-



3. La co-algebra de Borel
Definicién. Dado un espacio topoldgico (X, Tx) definimos su o-algebra de Borel como
B(X) :=o0(Tx).

1. Mostrar que si la topologia Tx admite una base numerable entonces

para cualquier base I de Tx, ya sea ésta numerable o no.*
2. Sea (X4 )aer una familia de funciones reales definidas sobre un cierto espacio (€2, F).
a) Probar que si B € 0(X, :a €T') y w € B entonces para todo w’ € Q) vale que

Xo(w) = X, (') paratodoa e I' = ' € B.

b) Mostrar que
o(Xo:ael)= U o(Xo:aelJ).
JCI' numerable

3. Probar que op(RY) C B(RY) v que la igualdad vale si y sélo si I' es numerable.

4. Mostrar que si I' es numerable entonces para cualquier base de abiertos & de R
valen las igualdades

on(RY) = B(R") = o(U).

5. Sea (X4)aer una familia de variables aleatorias definidas sobre un espacio (€2, F).
Demostrar que si I es no numerable entonces Y : 2 — R es (X, : @ € I')-medible
si y s6lo si existe una sucesion (a;)ieny €Ty ¢ : RY — R funcién oy (RY)-medible
tal que Y = ¢((X,, )ien).® Relacionar con el Ejercicio 5 de la Seccién 2.

4. Extensién de Kolmogorov en RY

Definicién. Dada una medida de probabilidad P sobre (RY, op;(RY)), definimos su familia
de distribuciones finito-dimensionales como la familia (P(”))neN donde, para cada n € N,
P es la medida de probabilidad en (R”, or(R")) dada para cada B € or(R") por

P™(B) = P(B x RY).

1. Probar que si dos medidas sobre (RY, o;(RY)) comparten las mismas distribuciones
finito-dimensionales entonces son iguales.

2. Sea (P,)nen una familia de medidas de probabilidad definidas en el espacio (R, B(R)).
Utilizando el Teorema de extensién de Kolmogorov, construir una sucesion (X, )nen
de variables aleatorias independientes tal que Px, = P, para cada n € N.

4Este resultado puede no valer si Tx no admite una base numerable. En efecto, el Ejercicio 3.3 muestra
un ejemplo de espacio topoldgico (X, Tx) en donde existe una base U para Tx que satisface B(X) # o(U).
SEs decir, Y es 0(X, : a € I')-medible si y sélo si es funcién medible de apenas numerables X,.
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5. Construccién de medidas en RY
El propodsito de esta seccion es mostrar que se puede obtener el resultado del Ejercicio 4.2
sin necesidad de apelar al Teorema de extensién de Kolmogorov.

1. Para cada n € N definimos la funcién n-ésima de Rademacher R, : [0,1) — {0,1}
por la férmula

0 si.ilse[i w) con k par

277.7 2’I’L
Ry (z) =
1 sixe [2%, %) con k impar.
a) Mostrar que para cada x € [0,1) se tiene z = Y R;—,(f).ﬁ

b) Probar que las funciones de Rademacher (R,,),cn constituyen una sucesién de

variables aleatorias independientes con distribucién Bernoulli de pardmetro i

2
en el espacio de probabilidad ([0, 1), B([0,1)), £|5(j0.1)))-

2. Sea (X,)nen una sucesion de variables aleatorias independientes con distribucién
Bernoulli de parametro % Probar que

o0

x=3 e
2n

n=1

es una variable aleatoria con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1].
Sugerencia. Considerar el operador ® : C([0, 1]) — C(]0, 1]) definido por la férmula

s f(22) siz€|0,3)

(f)(x) =
1+if2e—1) sizel[i 1)

y mostrar que la restriccién de Fx al intervalo [0, 1] es continua y punto fijo de ®.

3. Sea (P,)nen una familia de medidas de probabilidad definidas en el espacio (R, B(R)).
Construir sobre el espacio de probabilidad ([0, 1), B([0,1)), £|z(j,1))) una sucesion
(X»)nen de variables aleatorias independientes tal que Py, = P, para cada n € N.
Sugerencia. Empezar por el caso (X, )nen i.i.d. con distribucién uniforme en [0, 1],
con la ayuda de los Ejercicios 5.1 y 5.2.

4. Bonus extra. Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias independientes con
distribucion Bernoulli de parametro %

a) Probar que X =3 >, 2;&” tiene como funcién de distribuciéon acumulada a la
funcién de Cantor-Lebesgue (extendida).

Sugerencia. Considerar un operador ¢ similar al del Ejercicio 5.2.

b) Convencerse a partir del item a) y del Ejercicio 5.2. de que X tiene distribucién
uniforme en el conjunto de Cantor.”

6Es decir, para cada z € [0,1) la sucesién (R, (x))nen es el desarrollo de = en base 2. Observar que,
en los casos en que x admite dos desarrollos en base 2, el desarrollo dado por (R, (x))nen es el finito, i.e.
el que tiene cola de 0’s.

"De hecho, es posible formalizar esta afirmacién. En efecto, si denotamos por C' al conjunto de Cantor,

se puede demostrar que Px < HY, donde g = izég es la dimensién de Hausdorff de C' y H? denota a la
medida de Hausdorff ¢g-dimensional, y que su densidad viene dada por fii’g (x) = ;}g((é))
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6. Ley 0-1 de Kolmogorov

1. Sea (X, )nen una sucesién de variables aleatorias independientes. Para cada n € N
se definen las o-algebras

Fo=0(X;:1<i<n) y G,=0(X;:1>n).
Sean ademas las o-dlgebras Fo, = 0(X;:1 € N) y Go = ),cny Gn-

a) Probar que todo evento A € G, es independiente de F,, para todo n € N.
b) Deducir que todo evento A € G, es independiente de F.
¢) Concluir que para todo evento A € G, se tiene P(A) =06 P(A) = 1.

Este resultado se conoce como Ley 0-1 de Kolmogorov.



