Apéndice III

Extension de Kolmogorov

Sea (Sa)aer una familia de espacios métricos completos y separables. Dotamos a cada S,
de una estructura de espacio medible considerando su o-algebra de Borel B,,.

Notacion. Denotaremos por Pf(I') a la clase de subconjuntos finitos de I'.

Definicion. Un cilindro finito-dimensional en [[, - Sa es un conjunto de la forma

donde B € @, .;Bay J € Ps(I).
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Definicion. Una familia de distribuciones finito-dimensionales sobre el espacio [[,cp Sa
es una coleccion (@) sep,(r) donde cada @ ; es una probabilidad sobre (][, ; Sa; @ e s Ba )

Definicién. Decimos que una familia de distribuciones finito-dimensionales (Q) ep;(r)
es consistente si para cada par J; C Jy € Py(I') se verifica

Qun(B) = Qu(n,,,(B))
para todo B € @, donde 7, s, : [z, Sa = [lacy, Sa es la proyeccion de J, en J.

Teorema (Extensiéon de Kolmogorov). Dada (Q)sep,r) una familia consistente de
distribuciones finito-dimensionales sobre [ ] .. S, existe una tinica medida de probabilidad

P definida sobre (I],cr Sa: @, e Ba) tal que

P(WFJ( ) =Qs(B)
para todo B € @, ., Bay J € Ps(I).

La demostracion de este resultado general es analoga a la del caso particular de RY.
Tanto para el caso general como el de RY, se usa en la demostracion el siguiente resultado,
que enunciamos a continuacién en su version general.

Proposicion. Dado J € P(I), para cualquier probabilidad @ ; sobre (H ey S0, Ques B )
se tiene

Q (B) =sup{Q,(K) : K C B compacto}
para todo B € &
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Esta tltima proposicion se deduce de los siguientes resultados.

L Aqui los conjuntos K son compactos con respecto a la topologia producto en [locs S



1. Sean (5, dg) un espacio métrico arbitrario y B(S) su o-algebra de Borel asociada.
Probar que toda medida de probabilidad P sobre el espacio (S, B(S)) es regular, i.e.
para cualquier B € B(S) y ¢ > 0 existen G abierto y F' cerrado tales que

FCBC@G y P(G-F)<e.

Definicién. Sean (S, dg) un espacio métrico cualquiera y B(S) su o-algebra de Borel.

Una medida de probabilidad P sobre el espacio (S, B(S)) se dice tensa (o tight en inglés)
si dado € > 0 existe K C .S compacto tal que

PK)>1—e.

2. Demostrar que si (5, dg) es completo y separable entonces toda probabilidad sobre
el espacio medible (S, B(S)) es tensa.

3. Deducir que si (5, dg) es completo y separable entonces para cualquier probabilidad
P sobre el espacio medible (S, B(S)) se tiene

P(B) =sup{P(K) : K C B compacto}.



