
Práctica 1

Introducción
1. Sean (Ω1,F1) y (Ω2,F2) dos espacios medibles y sea P una probabilidad en (Ω1,F1).

Dada una función medible X : Ω1 → Ω2, para A ∈ F2 definimos

PX(A) := P (X−1(A)).

a) Demostrar que PX es una probabilidad en (Ω2,F2).1

b) Sea f : Ω2 → R una función medible. Probar que

f es PX-integrable⇐⇒ f(X) es P -integrable

y que, en dicho caso, vale la igualdad∫
Ω2

fdPX =

∫
Ω1

f(X)dP.

2. Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad e Y : Ω → R≥0 una v.a. con E(Y ) = 1.
Definimos para A ∈ F

P Y (A) :=

∫
A

Y dP

a) Demostrar que P Y es una probabilidad en (Ω,F).

b) Sea X : Ω→ R una variable aleatoria. Probar que

X es P Y -integrable⇐⇒ XY es P -integrable

y que, en dicho caso, vale la igualdad∫
Ω

XdP Y =

∫
Ω

XY dP.

3. Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria sobre éste y
g : R→ R una función medible Borel.

a) Mostrar que si X es discreta y g(X) es P -integrable entonces

E(g(X)) =
∑
x∈RX

g(x)pX(x)

b) Mostrar que si X es absolutamente continua y g(X) es P -integrable entonces

E(g(X)) =

∫
R
g(x)fX(x) dx.

1PX recibe el nombre de push forward por X de P . En el caso particular en que (Ω2,F2) = (R,B(R)),
entonces X resulta una variable aleatoria tradicional y PX recibe el nombre de distribución de X.
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4. Sean (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria definida allí.

a) i. Probar que
X discreta ⇐⇒ PX � NAX

donde NAX
denota la medida de contar sobre AX = {x : P (X = x) > 0},

el conjunto de átomos de X.
ii. Mostrar que si X es discreta entonces pX = dPX

dNAX

.

b) i. Probar que
FX absolutamente continua⇐⇒ PX � L

donde L denota la medida de Lebesgue sobre (R,B(R)).2

ii. Mostrar que si FX es absolutamente continua entonces F ′X = dPX

dL .3

5. Sea F : R→ [0, 1] una función de distribución.

a) Probar que existe una única probabilidad PF sobre el espacio medible (R,B(R))
tal que su función de distribución acumulada asociada coincide con F .

b) Deducir que en el espacio de probabilidad (R,B(R), PF ) la función identidad
es una variable aleatoria con función de distribución acumulada F .

c) Construir en el espacio
(
[0, 1],B([0, 1]),L|[0,1]

)
una variable aleatoria X tal que

su función de distribución acumulada sea F .

d) SeanX1 yX2 variables aleatorias tales que FX1 = FX2 . Probar que PX1 = PX2 .4

6. Construir una variable aleatoria con función de distribución acumulada continua
pero que no admita densidad.

Sugerencia. Considerar la función de Cantor-Lebesgue.

2Una función F : R→ R se dice absolutamente continua si lo es sobre cada intervalo acotado [a, b] ⊆ R.
3Cuando X es absolutamente continua dPX

dL recibe el nombre de función de densidad de X.
4Esto muestra que para definir una distribución basta con dar su función de distribución acumulada.
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