Modelo Lineal 203

Analisis de la Varianza de dos factores con replicaciones:
Caso Balanceado (scheffé, 1959)

Ana M. Bianco 1

En este ejemplo nos interesa el tiempo de coagulacion (en minutos) del plasma sanguineo para 3

tratamientos y 2 concentraciones de adrenalina mezclada con el plasma.

Para cada combinacién de tratamiento y concentracion de adrenalina, se tomaron 3 observaciones
independientes. Se obtuvieron los siguientes datos:

Concentracion

Tratamiento 1 2
1 9.8 11.3
10.1 10.7
9.8 10.7
2 9.2 10.3
8.6 10.7
9.2 10.2
3 8.4 9.8
7.9 10.1
8.0 10.1
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En este caso tenemos dos factores:
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e Factor A: Tratamiento (con tres niveles)
e Factor B: Concentracion (dos niveles)

y dentro de cada casillero tenemos la misma cantidad de replicaciones K, en este caso K=3.

Podemos pensar que nuestros datos se disponen en una tabla de doble entrada como la anterior

(una entrada para el factor A y otra para B) y en la que en cada casilla tendremos las
replicaciones de cada una de las combinaciones de los factores Ay B.
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Factor B
Factor A 1 2 J
Ylll YlZl YlJl
Yo | Y Y15
1
Yik | Yix Y1k
Youir | You Yo
Yoo | Yo Yo
2
Yo | Yo Yok
Yiji
Y | Yiu Yt
Yiz | Yz Y2
|
Yk | Yix Yk
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Cada observacion Y jpuede escribirse como:
Yijk = Mij + &ijk
donde & representa el error, la media Mjj (que depende del cada nivel i del Factor A (Filas) y de

cada j nivel del Factor B (Columnas)) vy el subindice k identifica la replicacion dentro de cada
casillero.

Asumiremos que Eijk ~ N(0,6°) independientes.
Cuando el nimero de observaciones dentro de cada casillero es constante decimos que el disefo
es balanceado. Vamos a considerar el caso balanceado.
Para cada observacion, podriamos considerar un modelo que involucre una media general, el
efecto del tratamiento y el efecto de la concentracion de adrenalina:

Yik = + o +Bj+ gk

Esto es lo gue conocemos como Modelo Aditivo.

Veamos que podria ocurrir con njj .




Modelo Lineal 203

Ana M. Bianco 5

[m]

=l e ® ®

I
[ | i
T1 T2 T3

[}

[w

£

m

I " .
= n n
T1 Tz T3

Ejemplos sin Interaccion

tiempo

.\l—l

tiermpo

T1

Tz

T 1 Tz T3

m concentacion

& concentacion 2

Sin embargo, podria ocurrir que el efecto de cierto tratamiento no sea el mismo para los
distintos niveles de concentracion de adrenalina. En este caso diriamos que hay interaccion.
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¢ Como representar esto en el modelo? Deberiamos pensar en un Modelo No Aditivo.

Escribimos cada observacion Y i puede escribirse como:

Yijk = Mij t €ijk
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Podemos pensar que cada 1;jes una suma de 4 terminos:
e Una media general, pn
e Efecto del nivel i del Factor A: «;
o Efecto del nivel j del Factor B: f;
e Interacciones ij: yij;

Luego
Yik=p + ai +Bj+vi+ &k

Notemos que

ni=n+0-n)+@;—-n)+@0; -0, —n7,;+7)

que es de la forma p + a; + B + v;; donde

Zai :Zﬂj :izyij :Z%j =0
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Estimacion

Tenemos que minimizar

S

Z(Yuk Ulj
J ok

i
Obtenemos el estimador de minimos cuadrados de mjj resolviendo

0S
6—77” = (_Z)Zk:(Yijk _77ij) =0

con lo cual

ﬁij Yij.

SQ = ZZ (Yijk -

y queda
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Notemos que en este caso la matriz de disefio X es:

10 .0
0
1
1 .0
n =
0 1
1
_O .

Thi

i |

rg(X) =p=1J

Por lo tanto todas funciones paramétricas son estimables, en particular:

W, o, By Y i
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Luego, por el Teorema de Gauss-Markov, los estimadores de minimos cuadrados de p o ,Bj Y vij
los obtenemos reemplazando a Mjj por su estimador ﬁij

Asi obtenemos:

Resultando

a=i

& = (1. ~11.)
py=0;-1)

7;ij :(Aij —77. _77.1' "‘77)
i=y

a=(¥.-V.)
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La hipotesis de igualdad de los efectos de los | niveles del Factor A (filas) puede plantearse
mediante la hipétesis nula:

La ausencia de interacciones implica que la diferencia de medias de dos niveles de un factor
es la misma para todos los niveles del otro factor.
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La suma de cuadrados puede ser reescrita como:

S:ZZ (Yijk _77ij)2 :Zz (Yijk —H— G, _ﬂj _7/ij)2
:ZZ((Yijk —[-a _,éj — 7))+ (- )+ (& _ai)_l_(/éj - 5;,)+ (7 _7/ij))2

y usando las restricciones
i j i j

queda
S=Sq + K (i~ p)° +JKZ(di ~a;)’ +IKZ(ﬂAj _,Bj)z "‘KZ(?;ij _7/ij)2

Esta expresion es muy util pues bajo Ha, Hg, 0 Hag permite ver que los estimadores son los
mismos que bajo Q.
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Por ejemplo, bajo Ha: o1 = o = ...... = oy =0, tendriamos
S=S,+ NK(f2— )" + JKZOA‘iZ "‘IKZ(,éj _,Bj)z +KZ(77ij _7ij)2
i j i ]

Por lo tanto, S se minimiza cuando

N

1= p, B; = B; yademas y; =y,

En este caso ademas tendriamos
Sy =Sq +IKY &
Ao ~ ~Q i
i

Analogamente

13
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Sgo =S + 1KY A7
J

SABa) =S, + KZ%
I ]

Para testear, por ejemplo Ha

KD &’ KD &’
n-rS,,—S, n-I1J Z‘a' n-1J Z‘a'

qa S, -1 S, 1L YN (Y -V )
i,j k

En cuanto a los grados de libertad de cada una, es decir g, es el nUmero de condiciones L.i.
estimables impuestas por cada hipotesis.
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Los grados de libertad de cada una de estas sumas son:

¢ SA: -1
¢ SB: J-1
¢ Spg: (l-l)(J-l)

¢ SE: 1J(K-1)
¢ ST: n-1=1*J*K-1

Por lo tanto la Tabla de Analisis de la VVarianza sera:

Ana M. Bianco
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(Extraida de Scheffe, 1959)

TABLE 4.3.1

ANALYSIS OF VARIANCE OF THE Two-WAyY LAyvouTr
WITH K OBSERVATIONS PER CELL

Source SS d.f.
A main effects SS, = JK2(y;, —y. . ) I—1
13
B main effects SS,; = IKEjI(y,,.—y. _ )R J—1
AB interactions SS,, = Kz.f.-‘l(yz‘j._yi. SYaty, . )R U=1D)I-1)
ij
Error SS, = E_Z.%(yiik_yij.)z 1J(K—1)
N

“Total” SS”tOt" = ZZZ(y,’jk—y. 2 _)2 IJK—I
tjk
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EJEMPLO: 2 factores con replicaciones.

Supongamos que nos interesa estudiar el efecto del porcentaje de grasa corporal (factor A, 3
niveles) y del sexo (factor B) en la tolerancia al ejercicio fisico en personas de 25 a 35 afos de
edad. Esta tolerancia se mide en minutos antes de que ocurra la fatiga en sujetos realizando
bicicleta fija.

Dos sujetos fueron sometidos al test de tolerancia para cada grupo de sexo-grasa. A partir de los
datos obtenidos se calcul6 la siguiente tabla de anélisis de la varianza para el modelo:

Yijk =ut o t Bj i) T Eijk =1, 2, 3 j:]., 2, k=1, 2
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grasa<-

read.table ("C:\\Users\\Ana\\ModeloLineal\\doctex\\grasa.txt", header=T)
grasa

attach (grasa)

names (grasa)

plot (Tolera~ SEXO + GRASA, data=grasa)
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interaction.plot (SEXO, GRASA, Tolera,col=2:3)
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interaction.plot (SEXO, GRASA, Tolera,col=2:3)

o

meaaf Takra
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ANALYSIS OF VARIANCE TABLE FOR TOLERA

g <- 1Im(Tolera~GRASA*SEXO, grasa)
anova (g)

Analysis of Variance Table

Response: Tolera

Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
GRASA 2 1544 772.00 74.7097 5.754e-05 ***
SEXO 1 12 12.00 1.1613 0.3226
GRASA:SEXO 2 24 12.00 1.1613 0.3747
Residuals 6 62 10.33

Signif. codes: O ‘***’ (0,001 ‘**’ 0.01 *" 0.05 Y. 0.1 v " 1

Comenzamos por testear la hipétesis de ausencia de interacciones

Hag: 711 = Y12 = ..o =0

Como el p-valor obtenido para el test de F correspondiente es 0.3747, no podemos rechazar Hag,
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¢ Por qué testeamos primero Hag?

No tiene tiene sentido testear los efectos principales cuando hay interaccion, a menos que hubiera
un interes especifico. Un p-valor bajo en el test para Hag sugiere que cada factor tiene un efecto en
la variable de respuesta, pero el tamafio de este efecto depende del nivel del otro factor. Por esta
razon testeamos en primer término Hag.

Si el p-valor para testear Hag N0 s pequeno, testeamos Ha Y Hg,

Si en cambio, el p-valor es pequeiio, no podemos descartar la presencia de interacciones y
comparamos las medias entre los distintos niveles de un factor, fijado el nivel del otro factor.

Como en este ejemplo p-valor es 0.3747 y no podemos rechazar Hag, estamos en condiciones de
testear Ha Y Hg.

Si desearamos verificar si el sexo tiene algun efecto sobre la tolerancia al ejercicio fisico
deberiamos testear

Hg: B1=B2 =0,

y como el p-valor del test correspondiente es 0.3226, no podemos rechazar la hipotesis de que
el efecto del sexo sea nulo.




Modelo Lineal 203 Ana M. Bianco 23

Por otra parte, pOdrlla interesarnos testear
HA: o1 =0 =03= 0.

El p-valor obtenido para el test de F correspondiente es 0.0001, en consecuencia rechazamos la
hipotesis de que el efecto del porcentaje de grasa es el mismo para los tres niveles.

Si nos interesase realizar intervalos de confianza simultaneos para las diferencias entre las medias
de los niveles de porcentaje de grasa podemos calcular los intervalos mediante el método de
Tukey con un nivel global de 95%:
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salida<-aov (Tolera~SEXO*GRASA)
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tolera.tuk<-TukeyHSD (salida, "GRASA", ordered=FALSE, conf.level=0.95)

plot (tolera.tuk)
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EJEMPLO: 2 factores con replicaciones

plasma<-

read.table ("C:\\Users\\Ana\\ModeloLineal\\doctex\\plasma.txt", header=T)
attach (plasma)

names (plasma)

trat<- factor (TRATA)

concentra<- factor (CONCENTRA)

plot (Tiempo~trat + concentra, data=plasma)
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Yijk =pnt o t ﬁj T vij T Eijk =1, 2, 3 j:]., 2, k=1,2,3

interaction.plot (trat, concentra, Tiempo, col=2:3)
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interaction.plot (concentra, trat, Tiempo,col=2:4)

1.0

trat
10
e 1
- 2
— 3
o
=
O'-_
O
£
o
F o
“50')
[
L]
@
E o
o
0
0
o |
(48]

concentra




Modelo Lineal 203 Ana M. Bianco

g <- Im(Tiempo~trat*concentra, plasma)
anova (qg)

Analysis of Variance Table

Response: Tiempo

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
trat 2 5.470 2.7350 37.2955 7.084e-06 ***
concentra 1 9.245 9.2450 126.0682 1.011e-07 ***
trat:concentra 2 0.610 0.3050 4.1591 0.04244 ~*
Residuals 12 0.880 0.0733

Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 “**" (0.01 > 0.05 ‘.7 0.1 Y ' 1

Como antes comenzamos por testear la hipotesis nula Hag. En este caso la hipotesis nula es
rechazada al 5%. Compararemos las medias de todas las combinaciones.

28
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tiempo.tuk<-TukeyHSD (salida, ordered=FALSE, conf.level=0.95)

par (cex=0.5)
plot (tiempo.tuk, cex=2)

Tambien podria escribirse:
tilempo.tuk<-
TukeyHSD (salida, "trat:concentra", ordered=FALSE, conf.level=0.95)
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85% family-wise confidence level
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Una forma de resumir esta informacion es considerando:

TRAT CONCENTRA MEAN GROUPS

Donde se ve que hay cuatro grupos de medias que no difieren significativamente unas de otras.




