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Teorema de Gauss—Markov

En muchas aplicaciones estamos mas interesado en estimar funciones lineales
de B que en estimar B en si mismo.

Estas funciones incluyen el valor esperado de y en una futura observacion x,,
por ejemplo.

Si bien puede haber muchos estimadores de una funcién lineal /3 o CB, estu-
diaremos los estimadores lineales, es decir funciones lineales de las observaciones

y]_, . . ,yn.
Primero veremos cuando una funcion paramétrica es estimable.

Definicion: Una funcion paramétrica 1 se dice que es una funcion lineal de
los paramétros {B1,...,0B,} si existen {c1, ..., ¢y} constantes conocidas tal
que

p
Y =cp = J'§1 B

donde c = (c1, ..., G)".
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Definicion: Decimos que una funcion paramétrica ¢ = c/B es estimable si
tiene un estimador lineal (en Y) insesgado, es decir si existe a € R tal que

E@Y)=Y=cB VB eR

iHay funciones que no son estimables?
Veamos un ejemplo de una funcién paramétrica no estimable.
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Supongamos que queremos comparar la respuesta media de dos tratamientos
y un control y que para ello observamos

T oy yioe . ik vy ~ N(By, 07)
T2: yor, Yoo, - Yok Yaj ~ N(Bo,0?)
Co:  ya1,¥30. ..., y3k Y3 ~ N(B3, %)

Suponemos igual cantidad de observaciones por tratamiento para simplificar Ia
notacion.

Podemos escribir esto como

Yij = Bi + €

Podriamos escribir esto como un modelo lineal:
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Y11
Y12
Vik
Vo1
Y _ y22
Yok
Y31
V32

Y3k

48

B

B = | 05>

Bs

Por ejemplo, T1, T2 y el control podrian ser distintas dosis de una droga de
manera que T1 es menor que la dosis del control y T2 mayor que la dosis
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control. Tendria sentido preguntarse si

G, — B1 + 02
3 _—
2
lo que iImplicaria cierta linealidad en el efecto medio. En ese caso nos interesaria

saber si

641
5t | o
B3

Otra manera de escribir el modeo seria

Vij = W+ O+ €jj
donde:

1 es el efecto general

a; es el efecto del tratamiento /
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En ese caso tendriamos

Y11
Y12
Vik
V21
Y — V20
Yok
V31
V30

Y3k

;. Son todas las funciones estimables en

1

0

este modelo?

0

1

50
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Consideremos

a;=(0,1,0,0)

Veremos que a1 no es estimable.

Veamos el siguiente resultado que caracteriza las funciones paramétricas es-
timables suponiendo el modelo

Q:E(Y)=XB Xy=o0°l

Teorema: La funcidén paramétrica ¢ = c/3 es estimable si y sélo si ¢ es una
combinacion lineal de las filas de X, o sea si existe a € R” tal que

¢ =a'X
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Lema: Supongamos que vale el modelo €2. Sean ¥ = B una funcidn es-
timable y V, el espacio generado por las columnas de X (r = rg(X) < p).
Luego, existe un unico estimador lineal insesgado de 1), digamos a*'Y con
a* € V,. Mas aln, si @'Y es un estimador insesgado de 9, a* es la proyeccion
ortogonal de a sobre V,.

Teorema de Gauss—Markov:

Supongamos que vale el modelo Q : E(Y) = X8 Xy = ¢°l.

Toda funcién estimable 1 = /B tiene un Unico estimador 1 lineal insesgado de
miinima varianza (BLUE). Este estimador 1) se puede obtener reemplazando a
B en B por B, el estimador de minimos cuadrados.
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Definicion: Dada una funcion estimable 1 su Unico estimador lineal insesgado
de minima varianza 1, cuya existencia y calculo estan dados por el Teorema de
Gauss—Markov, es el estimador de minimos cuadrados de 1.

Tenemos el siguiente resultado:

Corolario: Si{1, ..., %4} son g funciones estimables toda combinacién lineal

W = xi ; hi, es estimable y su estimador de minimos cuadrado estd dado por
. =
=1 /7/%0/-
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i Qué ocurre cuando el rg(X) < p

Si rg(X) = r < p tenemos que By, ..., 0B, no son Unicos. Esta misma inde-
terminacion afecta a los parametros G, ..., By, en el sentido de que distintos
conjuntos by, ..., b, darian origen al mismo 7y por lo tanto al mismo modelo

Y=n+e=E()+e.

Sin embargo, tal como vimos si ¢/8 es una funcién estimable tendra el mismo
valor independientente del B que usemos, en tanto

cB =aXg =a'n

expresion que solo depende de 1, que es unico.

i Como podemos eliminar esta indeterminacion?
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a) Considerar un problema reducido con sélo r parametros

Podriamos considerar r columnas |.1. de X que generen a V, y mantener en el
modelo solo aquellos B; asociados a estas columnas.

Asi tendriamos una nueva matriz de diseno X; € R"*" con rango maximo. En
este caso tendriamos el modelo

Y=n4+€ connel,

El estimador seria
a = (X[ X)) XY
y la matriz de proyeccién corresponiente P = X1 (X} X)) 1X].

SI asumimos, s.p.g., que las columnas elegidas son las primeras r, tendriamos
que
X = [X1X;]

donde X, € R"™<(P=1) vy ademds X, = X;B. Por lo tanto
X =Xl, B]=KL
conKe R™, LeR™yrg(L)=r.
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Por lo tanto el modelo original se obtiene como:

X6 = KLGB = Ka

b) Considerar condiciones de contorno adecuadas para los (3;’s y sus
estimadores

AS.I podriamos pedllr que Bri1=... = B,=0yen es.te caso obtendriamos el
mismo que en la situacion a) (suponiendo que las r primeras son las columnas
.iL).

Sin embargo, en otras situaciones, como en la de ANOVA, es frecuente que se
Impongan otras restricciones lineales de manera de obtener la unicidad.

Consideremos el caso en que imponemos t > p — r restricciones lineales a los
B;. es decir

HB =0 conH e R¥P

Queremos encontrar dentro del conjunto de soluciones de X8 = 71 una sola
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que cumpla HB = 0, es decir buscamos B que sea Unica solucion de

~

XB = XB (=n)
HB =0

De esta forma las primeras ecuaciones establecen que encontraremos una solu-
cion del sistema que nos Interesa y las seqgundas que esta solucion sera unica.

Lo que queremos es que

e toda funcion estimable del nuevo sistema lo sea en el viejo problema,

e un Unico conjunto de estimadores de minimos cuadrados que satisfaga las
condiciones de contorno.

El siguiente teorema nos dice como elegir H para cumplir con este objetivo:
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Teorema: Sean X e R™PyH e R™*P conrgX)=r,p>ryt>p—r.
Consideremos Vx el espacio generado por las columnas de X. El sistema

Xb =1z

Hb = 0 (1)

tiene solucion unica b para todo z € Vx si y sélo si se cumplen las siguientes
dos condiciones:

i)Sirg(G)ng(l)_,()zp

i) ninguna combinacion lineal de las filas de H es combinacion lineal de las de
X, excepto el 0.

Corolario: Si el sistema (1) cumple la condiciones i) y ii) del Teorema ante-
rior, entonces existe un unico conjunto de estimadores de minimos cuadrados
(solucién de las ecuaciones normales) (31, . . ., B, para el cual HBG = 0.
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Observacion:

= En términos estadisticos la condicién ii) del Teorema nos dice que si h; es
la iésima fila de H, entonces no existe a tal que h; = a’X, por lo tanto las
h’B no es una funcién estimable de los pardmetros.

Se puede demostrar que:

= Si se cumplen las condiciones i) y ii) del Teorema, entonces los 3 son
funciones estimables.

De hecho, si GB = (Xﬁ

entonces
2

~ ~

G’Gﬁ:G’(XOﬁ) = (X’ H’)(Xoﬁ) = X'XS .

Luego, (X'X + H'H)B = X'XB y como rg(G'G) = rg(G) = p tenemos
que
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B = (X'X+HH)X'X3
y tiene un estimador lineal insesgado dado por
(X'X + H'H) XY

m dada una funcion estimable 1, para cualquier H que elijamos en las condi-
ciones del Teorema anterior, Var(¢) es la misma.

c) Computar una inversa generalizada de X'X: (X'X)~

En este caso tendriamos que (X’X)~XY es solucion de las ecuaciones normales,
por lo tanto otra forma de solucionar nuestro problema. En realidad puede verse
que la opcién b) y c¢) quedan ligadas a través del siguiente resultado:

Proposicion: Sea G = ( ) una matriz que satisface las condiciones i) v ii)

H

del Teorema anterior. Luego (G’G) ! es una inversa generalizada de X'X, por
lo tanto:

(X'X)(G'G) 1(X'X) = X'X
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En efecto, VY:
(G'G)(G'G) 'HY = HY
(XX +HH)(GG) 'HY = HY
X'X(G'G) 'HY = H(1 - H(G'G) 'H)Y

entonces como X'a = H'B tenemos que
X'X(G'G) 'HY =0
luego
X(G'G) 'HY € V!
y al mismo tiempo

X(G'G) 'HY €V,

por lo tanto
X(G'G)'H' =0

61
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Finalmente:
(X'X)(G'G) }(X'X) = (XX 4+ HH)(GG) '(X'X) = X'X,

con lo cual es una inversa generalizada.

Minimos Cuadrados Pesados y Minimos Cuadrados Generalizados

i Qué ocurre cuando Yy = 02V donde V # 1?

Supongamos que V € R™" es una matriz definida positiva de constantes.
Podemos entonces escribir: V = KK’ con K una matriz invertible.

Y = X0+ €
KY = K'XB+K e
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donde E(K 'e) =0y Xk 1 = 0°l.
Por lo tanto, tenemos un nuevo problema:
Y = XB+¢
que satisface las condiciones de (2.

Hallar el estimador de minimos cuadrados en el problema transformado equivale
a:

min 1Y — Xb|?> = mbl’n(? — Xb)'(Y — Xb)
= min(Y - Xb)YK VK1Y — Xb)
= min(Y — Xb)'V"(Y — Xb)
Si 'V es una matriz diagonal decimos que tenemos un problema de Mini-

mos Cuadrados Pesados, mientras que si V es una matriz definida positiva
cualquiera, es de Minimos Cuadrados Generalizados.

Las ecuaciones normales quedan:
X'Xb = XY
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X'KK'Xb = XK VK'Y
X'V~'Xb = X'V'Y
Observemos que si X’V ~1X tiene inversa, entonces
B =XV IX)XVv1ly
y ademas

= (3 es un estimador insesgado de B, es decir E(B) = (.

“Tg=2(XX) = o2(XVIX)

Veamos un ejemplo.

Consideremos el caso sencillo de una regresion simple por el origen:

Y =x0+¢€

donde Y = (y1, ..., v o x=(x,..., xp)'y€e=(€,..., €n)’ con E(e) =

Ye =0’V =oc%diag(w, ..., w,) con w; > 0.

64
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Probaremos que

B _ Z7:1 y/'X/'/W/'
2?21 X/'Q/W/'
y ademas
2
Y a=o?(XVIX) T =
ﬁ Z7:1 X/Z/W/'

Si rg(X) = p se puede probar facilmente que el estimador B conserva las
propiedades del estimador de minimos cuadrados: dada una funcion lineal es-
timable ¢/@ tenemos que

e '3 es el estimador lineal insesgado de ¢/@ de menor varianza.

Una pregunta muy natural es:
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i Hay situaciones en las que B y B coinciden?
Los siguientes resultados nos dan la respuesta

Teorema: Una condicion necesaria y suficiente para que B y 3 coincidan es
que Vv—lx — VX.

Corolario: y B coinciden <= Vyx = Vx.

Corolario: Sitenemos un modelo de regresion simple por el origen, Y = x(3 + €,

entonces -~
=B Vx<—V=cl,



