MATEMATICA 4 Primer Cuatrimestre de 2014

Practica 9

Notaciones y definiciones

* G(R)={f:R— C / f es continua a trozos, con derivadas laterales finitas
en todo punto y absolutamente integrable en R}

f(z) = / h fe ™ dt  f e G(R)

x f*glz / f@®)glx—t)dt f,g€ GR)

Transformada de Fourier

1. Calcular la transformada de Fourier de las siguientes funciones de L'

1 2
—|z| —ax
a)e b) T2 c)e
e >0 0 |z|>A 1 0<z<a
d){ 0 z<o@>0) e){l 2| < A f){o z ¢[0,a)
2. Sean f,g € G(R). Probar las siguientes propiedades de la convolucién:
a) frg=gxf

b) fx(gxh)=(f*g)xh

o [Lemou= ([ ([0

3. Sea f € G(R). Probar:

a) g(z) = f(z) = ge L' y §(t) = f(t—a)

b) g(z) = flz+a) = ge L' y j(t) = e f(t)

¢) g€GR) = fxg=f

d) g(z)=f(-2) = §=F

e) g(z) = f(£), a>0 = §(t) =af(at)
(z)

= —izf(z) y ge L' = fesderivabley f' =g

»

g) f e Cn = F() = (i) f(1)
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h) f(R) CR = Re(f) espare Im(f) es impar.

ibt 2

i) g(a) = flaz +5), a#£0 = §(t) = fe's f(L)
_ftta)+ft-a)
K 2

k) g(z) = f(z) sen(azx) = §(t) = St - a);if(t +a)

1) f continuay f € GR) = f(z) =2nf(—x)

J) 9(z) = f(x) cos(azx) = 4(t)

1z <1
4. Sea f(x) = {0 2> 1
a) Comprobar que f(t) = 2 setnt

b) Verificar que:
. 1 z€eled 2 d+c
‘)h(x)_{o :):gé[c,d]_f<d—cx+d—c>

if) k(z) = {Seg"’“" . %gﬂ — sena f <72Ta:— 1)

c) Calcular h y k usando el ejercicio 3.

5. Calcular las transformadas de Fourier de las siguientes funciones de L.

—a(z—b)? —z2 1
a) e 0" (4 >0,beR) b)e* sen(ax) c) g

6. Hallar las transformadas de Fourier de las siguientes funciones de L2.
3

x sen x x
b v
a) 22+ 1 ) x ©) 14zt
3 x sen(ax)
d) —— - f) —— 0
) @iy ) Pt ) (a>0)

e Sean f,g € L?, continuas a trozos. Se tienen las siguientes propiedades:
a) f+g, f+ig € L
o R o]
by i) [ |fegPdi=2n [ 7ol dr
—0oQ —00
o “ o0
ii)/ |fiig|2dt:27r/ |f £ig|? dt
—00 —00
c) Identidad de Parseval:

/OO f)g(t) dt = 2 /OO F(t)g(t) dt

—0o0
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7. Usando la identidad de Parseval, calcular las siguientes integrales.
00 2 |1 — —ita |2 [ee] t bt
a) / Sen2 X d$ b)/ ‘e dt, (CL > 0) C) / M dt
o T o it o t

8. Hallar las transformadas inversas de Fourier de:
sen(au)

1 — cos(au)

u
b —u d) -
a) U ) U c)e ) u? +1
1
9. a) Hallar la transformada inversa de Fourier de: g(u) = RS interpretandola
u

como la transformada de una convolucién.
X

b) Hallar la transformada de Fourier de f(x) = / e~V g(y) dy, en funcién de

—0o0

A~

g.

e Regla de Leibniz

b
Sea ¢ : [a,b] x [¢,d] — C continua y ¢ : [¢,d] — C dada por g(t) = / (s, t)ds.

Entonces:

a) g es continua.

b) Si 88(5 es continua en [a, b] x [c,d] entonces g es Ol y ¢'(t) = b %to(s,t)ds
10. Resolver transformando Fourier en la variable x

a)Z—?ZzO zeR, t>0 u(z,0)=e"

b)?Z—g:;:O teR, >0 u(z,0)=e"

c) %_Q%ZU r R, t>0 u(x,0)=6e 3" h(x) h(x):{(l) iig

d)?;+2gZ—0 reR, t>0 u(av,())—l_:%2

11. Resolver utilizando la transformada de Fourier

Ugp + Uty — 2Uge = 0
’LL(.Z‘,O) = f(x),ut(x,O) =0

12. Utilizar la transformada de Fourier para encontrar una solucién explicita de la sigu-
iente ecuacion diferencial para la funcién u = u(z,y),

Au= 1z +uy = 0 en R? = {(z,y) : y > 0}
u(z,0) f(z) enR
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(problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace en un semiplano) donde
f € LY(R) es dada. Obtener una férmula integral de la forma

u(z,y) = (Py * f)(x)

donde P, es un ntcleo (conocido como el nicleo de Poisson).

13. a)

Utilizar la transformada de Fourier para resolver la siguiente ecuacién diferen-
cial, para la funcién v = u(z,t),

{ U = Uy en RE ={(z,t):t>0}
u(z,0) = f(z) en R

donde f € L'(R) es dada (problema de Cauchy para la ecuacién del calor).
Obtener una férmula integral cémo en el ejercicio anterior, ;jqué nicleo inter-
viene?

Encontrar la solucion explicita cuando
0 z <0

. Qué sucede si cambiamos la ecuacién por u; = iug, ? (ecuacién de Schréodinger)

Utilizar la transformada de Fourier para resolver la siguiente ecuacién diferen-
cial, para la funcién v = u(z,t),
U = Ugy en R?
u(z,0) = wo(xr) en R
u(z,0) = vo(z) en R

(ecuacién de las ondas) para ug y vy suficientemente regulares.

Probar que la energia

E(t) = /00 (]ugc(ﬁr:,t)\2 + \ut(x,t)IQ) dz

—00

es constante en el tiempo.
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