CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2014

PrAcTICA 9: ESPACIOS NORMADOS

Ejercicio 1. Sea (E, || - ||) un espacio normado y S C E un subespacio (vectorial). Probar que:
i) S también es un subespacio.

ii) Si S # F , entonces S° = {).

Ejercicio 2. Dado un k—espacio vectorial E, un subespacio (vectorial) H C FE se dice un
hiperplano si existe © € E, x # 0, tal que H & (z) = E.
i) Probar que si H es un hiperplano, entonces para todo y € E'\ H se tiene que H @ (y) = E.

ii) Probar que H es un hiperplano si y sélo si existe ¢ : E — k lineal, ¢ # 0, tal que
H = Nu(9¢).

iii) Probar que si F es un espacio normado y H es un hiperplano, entonces H es o bien cerrado
o bien denso en E.

Ejercicio 3. Para cada uno de los siguientes ejemplos de subespacios decidir si son cerrados, si
son densos y si son hiperplanos.

i) c={(zn)nen: 3 h;m ZTn} Cloo.
i) co = {(zn)nen : xn — 0} Cc.
i) {we:> 0 x, =0} C

Ejercicio 4. Sean E y F espacios normados, y sea T : FF — F un operador lineal. Probar que
son equivalentes:

1) T es continuo en 0;

2) dxzg € E tal que T es continuo en x;

3

T es continuo;

4) T es uniformemente continuo;

5) 3M > 0 tal que ||Tz|| < M||z|| para todo x € E (T es acotado);

(1)
(2)
(3)
(4)
()
(6)

6) VA C FE acotado, T'(A) es acotado.

Ejercicio 5. Sean (E,| - ||g), (F.| - ||r) espacios normados. Consideramos
L(E,F):={T:E — F /T es lineal y continua}, y para cada T' € L(E, F') sea

1T = sup [|T(z)|F.
el p<1

Probar que:
i) (L(E,F),||-||) es un espacio normado.

ii) Si F' es de Banach entonces L(E, F') también lo es.



Ejercicio 6. Sean E y F' espacios normados y sea T' : ¥ — F un operador lineal y continuo.
Verificar las siguientes féormulas:

|T]| _

T = sup |Tz|| = sup ||Tx| = sup mf{M >0/ ||[Tz|| < M|z| para todo x}.

el < el =1 oto 2]

Ejercicio 7. Sea k : [0,1] x [0,1] — R continua y sea K : C[0,1] — C[0, 1] dada por

1
(K f)(x) = /0 Kz, ) f(4)dy.

Probar que K es lineal y continua. Encontrar una cota para su norma.

Ejercicio 8. En R™ = {(a,)n>1/ 3n0, a, = 0 ¥n > ng} ponemos la norma infinito. Probar
que la funcién f : R®™ — R, definida por

an n>1 5 nan,

estd bien definida y es lineal pero no es continua.
Ejercicio 9. Sean S,T : /' — ¢!, definidos por:
S($1,CL‘2,$3, .. ) = (O,xl,xg, .. )

T(l‘l,ZCQ,xg,...) = (.TU2,$3,...)

Probar que S,T € L(¢!) y calcular sus normas.

Ejercicio 10. Sea T : ¢ — R dada por T'(a) = lim a,. Probar que T es lineal y continuo y
n—oo

hallar ||7'||. (Recordar: ¢ es el conjunto de las sucesiones en R convergentes).

Ejercicio 11. Sea ¢ € C[0,1] y sea Ty, : C[0,1] — R dada por

1
T,f = /0 f(@)é(z)dz

Probar que Ty es un funcional lineal continuo y que ||Ty|| = fol |p(x)|dz.

Ejercicio 12. Sea E un espacio normado sobre k (k =R 6 C) y sea ¢ : E — k un funcional
lineal. Probar que ¢ es continuo si y sélo si Nu(¢) es cerrado.

Ejercicio 13. Sea F un espacio normado de dimensién infinita. Asumiendo la existencia de una
base de E como espacio vectorial, definir una funcién lineal ¢ : E — k que no sea continua.
Deducir que todo espacio normado de dimensién infinita contiene un subespacio (vectorial)
propio denso.

Ejercicio 14. Sea E un espacio normado de dimensién n sobre R y sea f : R” — FE un
isomorfismo algebraico (es decir, una transformacion lineal biyectiva). Consideramos en R™ la
norma ||z|lcoc = mMax |x;|.

e = x|

i) Probar que K = {x € R" / ||z||~c = 1} es compacto en R".

ii) Probar que existen cj, ¢y > 0 tales que ¢1||z||co < [|f(2)||E < c2|z||co para todo z € R™.



iii) Probar que si Nj, Ny son dos normas en E, entonces son equivalentes: esto es, existen
constantes a,b > 0 tales que a - N1(z) < Na(x) < b- Ni(z) para todo z € E.

iv) Probar que cualquier norma que se defina sobre F lo convierte en un espacio de Banach.

Ejercicio 15. Sea F un espacio normado y S C E un subespacio vectorial de dimensién finita.
Probar que S es cerrado en F.

Ejercicio 16. Sea F un espacio de Banach de dimensién infinita. Probar que no puede tener
una base algebraica numerable.

Sugerencia: si la tuviera se escribiria como unién numerable de subespacios de dimensién finita.
Usar el teorema de Baire.



