ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2014

PRACTICA 5: ESPACIOS LP

Ejercicio 1. Sean (X, X, ) un espacio de medida, E € ¥ un conjunto de medida finita y
1 < p1 < p2 < oo

1. Probar que LP2(E,du) C LP'(E, du).

2. Mostrar que pu(E) < oo, es una condicién necesaria para la inclusién.

Ejercicio 2. Sean (X,X,u) un espacio de medida y 1 < r < p < s < o0. Si f €
L"(X,dp) N L*(X, dp), entonces | flip < [} + [I£]I3-

Ejercicio 3. Sea (X, X, 1) un espacio de medida. Probar que:
1. Si fo—nseof en LP(X,dp), para algiin p: 1 < p < 0o, entonces fr—n_oof-

2. Sl fn—>n—>oof €n LP(X, d/,L), gn—>nﬁoog en Lq<X7 dILL)7 y 1/p + 1/q = 1’ entonces
fngn—rn—oofg en Ll(X, du).

3. Si u(X) < 00y fa—nooof en L®(X), entonces fp,—rnoof en LP(X,dp), para
todo p > 1.

Ejercicio 4. Dadas las funciones f, : [0,1] — R,

£, = e", 0<z<1/n
"1 0, en otro caso,

probar que fr—n—000 a.e. ¥ frn—=n_ssc0, Pero f, no converge en LP([0,1]) parap: 1<
p < 0.

Ejercicio 5. Sea (X, X, ;1) un espacio de medida, (fy)n>1y f en LP(X,dp), parap: 1 <
p < 0o. Probar:

Lo fa— fHLp(X7 dp) —nosocl) = Hf”HLp(X, dp) —>n—>oonHLP(X7 dp)-
2. Si f,—n—oof a.e. sobre X entonces:
Hf”HLp(X, du)—m—monHLp(X’ dp) = fn— fHLp(X’ dp) —n—o00l.

(Sug.: Aplicar el Lema de Fatou a la sucesién: g,(z) = 2P| fu(2)|P + |f(2)|P) —
|[fn(z) = f(2)P.)

Ejercicio 6. Sea k : R™% — R medible tal que existe ¢ > 0 que verifica:

swp [ ldy<e v swp [ | ylds <
rER yeRd

Probar que si 1 < p < oo, entonces K : LP(R?) — LP(R?) dada por
K(f)(a) = [ kla)f @iy

1



estd bien definida y es uniformemente continua.

Ejercicio 7. Para 1 <p < 0o y 0 < |E| < 0o, definimos:
1 1/p
win= (g L)
Probar:

L.pp<p2 = Np1[f] < sz[f]'
2. Npl[f + gl < Nplf] + Nplgl-
3. bt J 1f9l < NAIFINplgl, 1/p+1/p' = 1.

4. 1fmp—>oo Np[f] = ||f||00

Ejercicio 8. Sea E C R tal que 0 < |E| < 0oy f € L®(E) que verifica || f|lsx > 0. Para
cada n € N, consideramos a, = [}, | f(z)|"dx. Demostrar que imy, o0 ant1/an = || floo-

Ejercicio 9. Si f,——noeof en LP, 1 < p < 00, gn—rn—o0g puntualmente y ||gnllcc < M,
para todo n € N, probar que f,,gn—rn—oofg en LP.

Ejercicio 10. Demuestre la siguiente generalizacion de la desigualdad de Holder.
Si Zf:l 1/p; = 1/r, p;,r > 1, entonces

11 Selle < A fallpy - - N fxllps

Ejercicio 11. Muestre que cuando 0 < p < 1, los entornos {f € LP(0,1) : || f|l, < €} de
0, no son convexos.

Ejercicio 12. Sea (X, ¥, 1) un espacio de medida y sea f medible tal que para todo a > 0,
w(a) = p({e € RY: |f(2)] > a}) < (1 +a) .
Probar que f € L"(X,du), si 0 <r <p.

Ejercicio 13. Probar que f € LP(R™) (0 < p < 00), si y sélo si
+oo
> 2PPu(2F) < 4o
k=—o00

Adem4s existen constantes positivas ¢; y ¢ que no dependen de f tales que:
+o0 l/p —+o00 l/p
o 3 ) <y <o 3 )
k=—o00 k=—o00

Ejercicio 14. Sea E = [0,1/2]. Probar:

1. f(z) =2 'P(lnz=1) "2/ ¢ LP(X,dp), (1 <p < oo), pero f & L"(E) sir > p.



2. g(x) =Inx~! € LP(X,du) para todo p: 1 < p < oo, pero g ¢ L>(E).

Ejercicio 15. Sea E = [0,00). Probar que f(z) = z~%2(1 + |Inz|)~! € L?*(E) pero
f ¢ LP(X,du) paraningin p: 1 <p < oo, y p # 2.

Ejercicio 16. Dada f € LP(R%),1 < p < oo, probar que:

1/p
1J(/ vu—h»+ﬂmwm) e 2711,
Rd

1/p
2.</ m@_hy+ﬂ@wm) im0 20l
Rd

Ejercicio 17.

1. Dadas funciones f € LP(RY) y g € Lp/(Rd) donde 1/p + 1/p' = 1, probar que la
convolucién f * g(x) existe y es finita para todo z € R?. Ademés define una funcién
acotada y uniformemente continua.

2. Dado E C R? tal que 0 < |E| < oo, probar que:
E - FE={zx—y:x,y€FE}

contiene un conjunto abierto no vacio. (Sug.: considerar xg * x—g.)

Ejercicio 18. Dada f : R — R integrable, para cada h > 0 sea
1 t+h/2
o= [ raa
t—h/2
Si f € LP, probar que:
Nfnllos < RTVPIf1lp-

~In € L2y | fullp < I f1lp-
3. Para cadar > p > 1, || fullr < AY"7VP| £,

N =

W

. Hfh - f”p —h—0 0.

Ejercicio 19. Sean 1 < p < oo, 1/p+1/p/ =1y f € LP(RY). Probar:
L Ifllp = supygy =1 [ Jra f(2)g(x)dz].

2. Si (fx)k>1 es una sucesién de funciones de LP tal que para toda g € LY resulta:

h’m/ frgdr =
Ra

fgdx, entonces:
k—o0 d

R
Hpr < h'kminf ||fl~cH17
—00

Ejercicio 20. Sean F C R¢ medible y p > 1. Definimos:
LP(E)={f: E — R medible : supt(|{z € E:|f(z)| > t}])"/? < 00}
t>0
Probar:
1. LP(E) C LY(E),
2. si|E| < ooy p>1,entonces LL(E) C LY(E).



