ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2014

PRACTICA 4: TEOREMA DE FUBINI

Ejercicio 1.

(a) Sea E C R? medible tal que para casi todo v € R, E, = {y € R : (z,y) € E}
tiene medida nula. Probar que E tiene medida nula y que para casi todo y € R,
E,={z €R: (z,y) € E} tiene medida nula.

(b) Sea f(z,y) una funcién medible y no negativa definida sobre R%. Supongamos que
para casi todo x € R, f(z,y) es finita para casi todo y. Probar que para casi todo
y € R, f(x,y) es finita para casi todo z.

Ejercicio 2. Sean f y g funciones medibles definidas sobre R"™ y R™ respectivamente.
Probar que h(x,y) = f(z)g(y) definida sobre R es medible.

Deducir que si £ C R" y E5 C R™ son conjuntos medibles, entonces su producto carte-
siano Fy X By = {(z,y) : x € E1 Ay € E3} es medible en R"™™ y |E) X Fs| = |E1||Es|.

Ejercicio 3. Sea f : (0,1) — R medible y sea h : (0,1) x (0,1) — R, definida por
h(z,y) = f(x) — f(y). Probar que si h es integrable sobre (0,1) x (0,1), entonces f es
integrable sobre (0, 1).

Ejercicio 4. Sean I = [0,1] y £ C I x I tales que |E,|. = |I — Ey|c = 0 para todo
(z,y) € I x I. Probar que F no es medible.

Ejercicio 5. £ ¢ R? un conjunto medible y sea f : E — R una funcién medible y no
negativa. Definimos

Op(f) = {(z,t) c ExR: 0<t< f(z)}

a) Si f es una funcién simple entonces Og(f) es un conjunto medible de R4*!.

b) Si f, : E — R es una sucesién creciente de funciones medibles y no negativas que
convergen a f entonces Og(f,) ,/* Ogr(f), es decir, Og(fn) C Op(fo+1) vy UOE(fn) =
Ogr(f).

¢) Deducir que Og(f) es medible.

d)Probar que [ f(x)dz = [Op(f)|.

Ejercicio 6. Sean (X,%;) y (X2,%2) dos espacios medibles. Para i = 1,2 sea P; :
X1 x X9 — X la proyeccién sobre X; dada por P;(z1,z2) = x;.

a) Probar que si F; € ¥; entonces Pl._l(Ei) €Y1 QY.

b) Probar que si ¥ es una o-dlgebra en X; x Xy tal que Pi_l(E) € ¥ para todo E € ¥,
con ¢ = 1,2, entonces X1 ® Yo C 3.

Ejercicio 7. Notemos con B(R) la o-4lgebra de Borel en R y con B(R?) la o-algebra de
Borel en R2. Probar que B(R) ® B(R) = B(R?).



Ejercicio 8. Sea (X, X, 1) un espacio de medida, sea £ € ¥ y sea f una funcién medible
vy no negativa definida en E. Probar que el conjunto

Op(f)={(z,t) e ExR: 0<t< f(x)}
es medible en ¥ ® B(R). Si m denota la medida de Lebesgue en R, probar que p X
m(Og(f)) = fE fdp.

Ejercicio 9. Sea (X, X, 1) un espacio de medida, sea E € ¥ y sea f una funcién medible
no negativa definida sobre E. Para cada « > 0, se define

w(a) = p({z € B f(z) > a}).
La funcion w se llama distribucion de f sobre E. Probar que
(a) w:(0,00) — R es una funcién decreciente.
(b) w(a+) =w(a), es decir, w es continua a derecha.
(c) wla=) 2 u({z € E: f(z) = a}).
(d) w continua en a = p({zr € E: f(x) > a}) =u({zx € E: f(z) > a}).
)
)
)

(e) Para cada o € (0,00), {z: (z,a) € R(f,E)} ={z € E: f(x) > a}.
() [pfdp= ["w a. (Sug. Usar el €j. 9 y el teorema de Tonelli)

(g) Paracadap:0<p < oo,

/Efpduzp/ooo a’lw(a)da.

Ejercicio 10. Sea f : [0,00) — R medible tal que para algin « € (0, 1), vale la desigualdad
|f(t)] <t*/(1+t) para todo t > 0. Consideramos la funcién G : R>o x R>g — R, definida
por G(z,t) = e *' f(t). Probar que

(a) G es medible
(b) G e Ll(Rzo X Rzo)

Ejercicio 11. Sea k : R? — R definida por k(x,y) = x.y. Probar que si E C R es
medible entonces k~!(F) es medible. Deducir que si f : R — R es medible, entonces
h(z,y) = f(z.y) es medible.

Ejercicio 12. Sean A, B C R conjuntos medibles. Probar que la funcién h(z) = |(4 —
x) N B| es medible y fR r)dx = |A||B|.

Ejercicio 13. Probar el Teorema de Fubini para funciones a valores complejos.

Ejercicio 14. Sea f € L'(R").



(a) Probar que para cada ¢ € R”, la funcién e~2™<&%> f(z) es medible e integrable.

Se define la Transformada de Fourier de f como:
fo) = [ et pwdn, (g e R,

(b) Probar que

(i) f es acotada y uniformemente continua.

(ii) Sin =1, f(€) H€||_> 0, (Lema de Riemann-Lebesgue).
—>+400

(iii) Si f(z) = fi(x1) ... fu(zn), donde cada fix(zy) € L'(R), 1 < k < n, entonces

£(€) = Aer) . fulen).
(iv) Si g e L*(R™), entonces (f x g)" = fq.

Ejercicio 15. Sea f : R — R integrable y tal que f(z) = 0, para todo = & [a,b]. Se

define
1 x+h
gm—%éwﬂwt

[ s < [

Ejercicio 16. Sean F' C [a,b] un compacto (a,b € R) y A > 0. Notamos con d(z, F) la
distancia a F' de un punto x € R. Para = € [a, ], sea

b d(y, F)*

Probar que M) es medible e integrable sobre F. Probar ademaés la estimacién

Probar que

[ M@y < 3 lla.b)\ £
F

Ejercicio 17. Probar que:
(a) [;F°et*dt = 1/x, para todo z € R.

(b) lim [ 2@l gy — 2

n—oo 0 2"




