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1. Sea H un espacio de Hilbert y T € L(H) un operador tal que supy, [|[T%|| sy = o < o0 (ie., T es
power-bounded). Siga las sugerencias dadas para probar que existe una constante C' = C'(a) > 0
tal que para todo polinomio p € C[X] de grado n se tiene

1P(T) | 2y < Clog(n)]|plloo,
donde ||p|lcc = sup{|p(2)| : z € D}.

a) Observar que para todo z,y € H se tiene

27 n
P(T)z,y) = / () (3 e MRz, ydt

21
k=0

b) Inspirarse en la relacién anterior y considerar a D, (t) = > r_,e* € H'(D) para factorizarla
como producto de funciones adecuadas y obtener asi la cota pedida.

2. Sea f € BMO(R™) y By la bola de centro cero y radio [. Probar que

1
/n |f(z) - fB1’de < C| fllBmo-

Sugerencia: Observar que [, (@) = [, ldz < C2"% || fll Baro-
2

3. a) Probar que f(z) =log|x — a| estd en BMO(R) (Sugerencia: Si a € C — R observar que dicha
funcién es Lipschitz). Concluir que existe una constante C' = C(k) tal que para todo polinomio
p € C[X] de grado k se tiene || log |p| || prmromw) < C-
b) Suponga que descomponemos R” = R™ x R"2, x = (z1,x2) con z; € R™ (con n = nj + ng).
Sea f : R® — R y tal que existen constantes positivas C y Cs cumpliendo que para todo
x1 € R™ y o € R™ se tiene

(- z2) | Bro@my < Ch
If (21, )l Bro@nz) < Ca.

Probar que f € BMO(R"™) y estimar su norma en términos de Cy y Cs.

c) Sea p € C[Xy,...,X,] un polinomio. Mostrar que f(z1,...,z,) = log|p(x1,...,z,)| estd en
BMO(R™).

4. Siga los pasos dados para probar el siguiente resultado de interpolacion. Sea 1 < p; < 0o y sea T’
un operador subativido que asigna H!(R")+ LP1(R") en funciones medibles sobre R”. Supongamos
que existe un constate Ay < co tal que para toda funcién f € H'(R") se tiene

sup Al{z € R™ : [T(f)(2)] > A} < Aol| f|
A>0



y tal que
sup X7 o € B < [T(1)(@)] > A} < (Al f )"
>0
Probar que para todo 1 < p < p; se tiene que 1" : L,(R") — L,(R"™) es acotado con norma
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con C' = C(n,p,p1)

a) Fijado 1 < ¢ <p <p1 < ooy f sean {Q;} la familia de cubos maximales diddicos tal que
No< Q] 7E fQ- | f|%dzx. Escribamos Ey = |JQ;. Notar que Eyx C {M(|f|9)"/7 > A} y que
J
|f| < X ae. en (Ey)° Escriba a f como la suma de una funcién buena

9x = fX(Ey)e T Z(fQj)XQj

J

y una funcién mala
b= b,
J
donde b} = (f — fo,)xq,-
b) Muestre que g\ € LP1(R™) N L (R™) y que
lgallzee < 279,
lgallze, < / |f(@)[Prdz 4 2" /9N By | < oo,
{I71=x}

¢) Mostrar que para ¢ = 2%/9+1 cilx\*l\Qj]*Ibi es un (1, ¢)-atomo. Concluya que by pertenece
a H'(R™) y cumple

oAl < XD 1Qj] < eA[E| < oo
i

d) Empiece con
R 1
1 <o [T (0] > g HaA+
o 1
7 [T > 59

y use los resultados de las partes previas para obtener que la expresion anterior es a lo sumo
P1 —1

C(n,p,q,p1) max(AyP~P1, 4P~ Ag). Seleccione v = Af171A6'171 para obtener la conclusién
requerida.

e) En el caso p; = oo tenemos |T'(gx)| < A;129\ y seleccione v > 24,29 para desahacerse de
la integral que involucra a g).

Justifique todas sus respuestas.



