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Homologia

1. (Lema de los 5) Dado el siguiente diagrama de filas exactas

M Mo M; My Ms
S R B B
N No N3 Ny Ns

Pruebe que

a) Si by dson monoy a es epi, entonces ¢ es mono.
b) Si by d son epiy e es mono, entonces c es epi.

c¢) Concluya que si a,b,d y e son iso, entonces c es iso.

2. Pruebe que una sucesién exacta corta de complejos de cadenas

0 A, B, -, 0

induce una sucesién exacta larga de homologia
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3. Sea m € N. Calcule la homologia del siguiente complejo de cadenas:

oL LT ... don () =0 dopyi1(z) = ma

4. Pruebe que si i : A — X es un retracto , entonces iy : H,(A) — H,(X) es un
monomorfismo para todo n > 0, y que si ¢ es retracto por deformacién, entonces 7. es
isomorfismo.

5. Calcule fIn(\/Sk).
el
6. Calcule los grupos de homologia de R™ ~ {z1, -,z }

7. Calcule la homologia del cociente de S? que se obtiene de identificar el polo norte vy el
polo sur en un punto.

8. Sea X espacio topolégico. Muestre que ﬁn(X) ~ ﬁInH(SX) para todo n > 0, donde
SX es la suspension de X, que se define como sigue SX = X x I/ ~, (z,0) ~ (2/,0),
(x,1) ~ (2/,1) para todo z,2' € X.



10.
11.

12.

13.

14.

Sea X un espacio topoldgico tal que X = J;”; U; con U; abiertos tales que toda

interseccién ﬂle U, es vacia o tiene homologia reducida trivial. Pruebe que Hi(X)=0
para todo ¢ = n — 1 y muestre con un ejemplo que la desigualdad es éptima.

Sea X espacio topoldgico, 2o € X. Pruebe que H, (X, xg) ~ fIn(X) para todo n.

Sea A € X. Probar que Hy(X,A) = 0 si y sélo si A interseca todas las componentes
arco conexas de X.

Sea X un espacio contrictil y sea A un subespacio de X. Pruebe que H,(X,A) es
isomorfo a Hy,—1(A).

Sea X espacio topoldgico, A = X subespacio. Si C'A es el cono (A x I)/(A x {0}) de
A, considere X U C'A el espacio que se obtiene de identificar la base del cono A x {1}
con A < X. Pruebe que H,(X,A) ~ H,(X u CA).

Pruebe que S™ no es un retracto de D"*! y que toda funcién continua f : D* — D"
tiene algiin punto fijo.



