Polinomios positivos y sumas de cuadrados

(a) Sea f(z,y,2) = 22y + 2222 + y%2% — 4ayz + 1. Probar que f(z,y, 2) > 0 para todo
(z,y,2) € R3 pero f no es una suma de cuadrados en R[z, v, 2].

(b) Sean d,n € N, d par, tales que d > 4,n > 2y (d,n) # (4,2). Hallar f € R[zy,...,z,]
de grado d tal que f(x1,...,2,) > 0 para todo (z1,...,2,) € R pero f no es una
suma de cuadrados en Rz, ..., x,).

(a) Probar que R(z) es un cuerpo real.

(b) Sea O = {< | (R(x),<) es un cuerpo ordenado}. A cada <€ O le asignamos el
conjunto R<, = {a € R | a < z} C R. Probar que para todos <;,<s€ O, R<,, =
R<,, implica <1 = <s.

(c) Hallar {R<, | <€ O}.

. Sean fi(x) = 2* 4+ 823 + 1122 — 152+ 4, fo(x) = 223 + 1022 — 132 + 4 € R[z]. Hallar todos

los € = (e1,62) € {<, =, >}? tales que el sistema
{ fl €1 07
f2 €2 07

admite una solucién en R.

- Sean fi,..., fm, 1y -5 Gmas Py Bumg, D € Rlzy, ..., zk], M el monoide multiplicativo
generado por fi,..., fm,, C el cono generado por gi,...,gm, € Z el ideal generado por
Ri,... ,hms. Sean S1,S8 € M2 Ny,Ny € C, Z1,Z5 € L, e € Ng y q € Rw1,...,x1] tales
que

51p26+N1+leo y So+ No+ Zs+qp=0.

(a) Probar que existen S € M2 N € Cy Z € T tales que
S+N+Z=0.

(b) Hallar tales S, N y Z en funcién de Sy, S2, N1, Na, Z1,Za,e y q.

(a) Probar que para todo n € N existen polinomios p,, ¢, € R[z] que son sumas de
cuadrados en Rz] y tales que

1
1+£—m2:pn+qn(1—a:2)3.

(b) Sean (pn)nen ¥ (gn)nen sucesiones formadas por sumas de cuadrados en R[z| tales
que para todo n € N se verifica la igualdad del item anterior. Probar que

ILm max{grado(py), grado(gy,)} = oo.



