
Estad́ıstica (m) Práctica 3

D) Estad́ısticos minimales suficientes.

25. Sea X1 una variable N (µ, σ2
1) y X2 con distribución N (µ, σ2

2) independiente de X1.
Probar que T = (X1, X2, X

2
1 , X

2
2 ) es minimal suficiente pero no completo y que no

existe un estimador IMVU para µ.

Solución: La parte dif́ıcil que es la que vamos a demostrar es que no existe un estimador
IMVU para µ.

Sea P = {f(X1, X2, θ) = fX1(X1, θ)fX2(X2, θ) con θ = (µ, σ2
1, σ

2
2)} y sea Pr = {f(X1, X2, θ) =

fX1(X1, θ)fX2(X2, θ) con θ = (µ, σ2
1,

σ2
1

r
) con r > 0 conocido}

La idea es encontrar δr(X), un estimador IMVU en Pr. Este estimador resultará
dependiente de r que en Pr es conocido y por lo tanto δr(X) será un estimador en Pr.
Pero, probaremos que de existir un IMVU en P este deberá ser δr(X) que en P no es un
estimador pues r es desconocido.

Es fácil ver ( usando flias. exponenciales) que Tr = (X1 + rX2, X
2
1 + rX2

2) es suficiente
y completo en Pr y que δr(X1, X2) = X1+rX2

r+1
es IMVU en Pr para µ (por estar basado en

Tr y ser insesgado)

Entonces tomemos ahora δ(X1, X2) un estimador IMVU en P . Entonces

V arθ(δ(X1, X2)) ≤ V arθ(δr(X1, X2))

para todo θ. En particular en Pr, V arθ(δ(X1, X2)) = V arθ(δr(X1, X2)) . Ahora como
δr(X1, X2) esta basado en Tr y δ(X1, X2) es insesgado (por unicidad) tenemos que

δr(X1, X2) = E(δ(X1, X2)|Tr).

Entonces, usemos una igualdad que esta en la práctica de proba. de esperanza condi-
cional.

V ar(Z) = V ar(E(Z|Y )) + E((E(Z|Y ) − Z)2)

tomando Z = δ(X1, X2) y Y = Tr tenemos,

V ar(δ(X1, X2)) = V ar(E(δ(X1, X2)|Tr)) + E((E(δ(X1, X2)|Tr) − δ(X1, X2))
2)

ahora hab́ıamos dicho que δr(X1, X2) = E(δ(X1, X2)|Tr) entonces V ar(E(δ(X1, X2)|Tr)) =
V ar(δr(X1, X2)). Por lo tanto

V ar(δ(X1, X2)) = V ar(δr(X1, X2)) + E((δr(X1, X2) − δ(X1, X2))
2)

Entonces en Pr como V ar(δ(X1, X2)) = V ar(δr(X1, X2)) tenemos que

E((δr(X1, X2) − δ(X1, X2))
2) = 0

y conclúımos que P (δr(X1, X2) = δ(X1, X2)) = 1.

Luego ambos estimadores son iguales entonces δr(X1, X2) es IMVU en P que es ab-
surdo pues δr(X1, X2) no es estimador en P.
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