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Ecuaciones Diferenciales — 2° cuatrimestre 2013
ESPACIOS DE SOBOLEV Y SOLUCIONES DEBILES

Sea Q C R™ abierto y sean u, v € WkP(Q), |a| < k. Entonces
(a) D e Wlalr(Q) y DP (D) = D* (DPu) = D*Pu para todo par de multiindices a, 3 tales
que |af + || < k.
(b) Para cada A\, u € R, Au+ pv € WEP(Q) y D*(\u + pv) = AD%u + puD%v.
(c) SiV C Q, entonces u € WkP(V).
(d) Si ¢ € C(Q), entonces Cu € WHP(Q) y

DY(Cu) =3 <g> DD P,
BLa

(e) WkP(Q) es un espacio de Banach.

(a) Probar que si u € WHP((a,b)), 1 < p < co entonces u € AC|[a, b].
(b) Probar que si u € W1?((a,b)), p > 1, entonces

Ju(x) — u(y)| < ( / ’ |u'\pdt) " o —y|' 5

Sea f € H'(R), probar que h™! (r,f — f) converge a f’ en L?*(R) cuando h — 0, donde 75, f(z) =
f(x+h).
Hint: escribir h=! (7, f — f) como f’ * ©p.
(a) Probar que existe una constante C tal que para toda f € H'((a,b)) |f(x)| < C|lfllm1((ap)
(b) Probar que existe una constante C' tal que para toda f € Hy((a,b)) |f(z)] < CIf' || 12((ap))-
(
(d

(e) Usando el teorema de Arzeld-Ascoli, probar que un conjunto acotado de H!((a, b)) es precompacto
en C([a,b]), y por lo tanto en L?((a,b)).

)
)
¢) Concluir que || f'[| 12((a,)) €s una norma equivalente a || f|| g1((q,p)) en Hg((a,b)).
) Mostrar que (a) es falso en 2 CC R2.

)

Sea u € WHFP(Q), 1 < p < co. Definimos u® = 7. * u en . (dénde 7 es el nucleo regularizante, 7. las
aproximaciones de la identidad y 2. = {z € 0/ dist(z,09Q) > €}). Entonces

(a) u® € C*>(£2,), para cada € > 0.

(b) u* = u en VVIIZCP(Q) cuando € — 0.

Probar que si u € H%(Q) N H(Q) entonces

1/2 1/2
/ |Duf?dz < C (/ |u]2dx> </ Au|2da:> :
Q Q Q

(Hint: Mirar la practica de funciones arménicas) Concluir que en Hg(€2), [|Aul|2(q) es una norma
equivalente a la usual.

Supongamos que € es conexo y que u € WP (Q) satisface Vu = 0 a.e. en §. Probar que u es constante
en ().
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Sea 2 un abierto conexo y acotado de R™ con borde C'. Probar que existe una constante C' > 0 que
depende sé6lo de n y 2 tal que

lu = (wallr2@) < ClIVull L2

(u)o = fﬂ udz.

Sea I : R — R una funcién C' con F’ acotada. Supongamos que €2 es acotado y u € WHP(Q) para
1 < p < c0. Probar que

para cada u € H(f2), donde

Fu) e W(Q) vy F(u)s, = F'(wug, (i=1,...,n).

Sea 1 < p < ooy £ acotado.
(a) Probar que si u € WHP(), entonces |u| € WHP(Q).
(b) Probar que si u € W1P(Q), entonces u™,u~ € WHP(Q) y

Vu a.e. en {u >0}
+
Vur = { 0 ae. en {u<0},

__Jo0 a.e. en {u >0}
Vu = { —Vu a.e. en {u < 0}.

(Sugerencia: u™ = lim._,0 F.(u) para

[ (P4 siz>0
FE(Z)_{O si 2 < 0.)

(c) Probar que si u € W1P(Q), entonces
Vu=0 ae. en {u=0}.

Consideremos el siguiente operador eliptico

n

Ly =— Z (aijug,)z; + cu.
ij=1
donde )\|§’2 § ZZj:l aij&@ S A|§’2
Probar que existe una constante p > 0 tal que la correspondiente forma bilineal B[ , ] satisface las
hipétesis del teorema de Lax-Milgram si ¢(z) > —p (x € Q).

Una funcién u € HZ(€) se dice una solucién débil del siguiente problema de valores de contorno para
el operador bilaplaciano

A’y = f en (1)
u:% = 0 en 0N

/AuAvdmz/fvda:
Q Q

para toda v € HZ(Q). (A%u = A(Au)).

si verifica

(a) Probar que u € C*(Q) N C'(Q) es solucién clasica de (1) si y sélo si es solucién débil de (1).
(b) Probar que dada f € L?(f) existe una tinica solucién débil de (1).

(Sugerencia: Usar el ejercicio 9 de la prictica de Sobolev para probar que ||Aul[12(q) define una
norma equivalente a la usual en H3 (1))
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Consideremos la siguiente ecuacién diferencial eliptica de segundo orden:

n 8 n
— Z %(aijuwj) + ijumj +cu = f en(,

ij=1 j=1
v = 0 en 09,

donde
(a) aij € L>(Q) con N[> < 3775 aij(2)&:5, VE € R™, z € Q.
(b) c€ L>®(2), ¢ > 0.
(c) by € L=(Q) N CY(Q) con div(b) = Y7, Or,bj =0 en Q.

Probar que para toda f € L?(f2), existe una tinica u € HE(€2) solucién débil del problema.

Consideremos el problema de Neumann

—Au = f en{
% = 0 en 0Q2

donde 9 € Cty f € L*(Q).

(a) Dar una formulacién débil del problema y mostrar que si existe una solucién débil, entonces
fQ fdxr=0.

(b) Mostrar que si f € L?*(2) verifica que [, fdx = 0, entonces existe una tnica u € H*(2) con
Jqudz = 0 solucién débil de este problema. Mds atn, dicha solucién es tnica en H'(Q2) salvo
constante.

(Sugerencia: Usar la desigualdad de Poincaré para funciones con promedio 0, ejercicio 11 de la
practica de Sobolev, y usar Lax-Milgram en el subespacio ortogonal a las constantes en H'(€2)).

Consideremos el siguiente problema de autovalores

—Au = Mu en(
g—f}‘ = 0 endf

donde 99 € C1.

Probar que existe una sucesién 0 = Ay < Ay < --- < A\ " oo de autovalores del problema con
autofunciones uy € H'(Q) donde uy = cte y {ux}72, forman una base ortonormal de L*(Q) y una
base ortogonal de H'(Q).

Lema de Cea
Se intenta construir una aproximacién de la solucion del siguiente problema
—Au=f en{
u=0 en 0f)
Para eso, se toma un subespacio de dimensién finita V' C H}(Q), V = (¢1,...,¢,) v se define la

solucion aproximada @ € V como la solucién del problema
/ VuVe; dx = / foide i=1,... n.
Q Q

(a) Probar que @ esté bien definida (es decir, existe una unica solucién del problema aproximado).

(b) Probar que se tiene la siguiente estimacion de error
lu = all 1) < Cinf lu = vl ()

es decir, el método da la “mejor aproximacién” que permite el subespacio V.



