ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2013

PRACTICA 8: TEOREMA DE RADON-NIKODYM Y MEDIDAS DE PROBABILIDAD

Ejercicio 1. Sean u; y pe dos medidas sobre el espacio medible (X, ), tal que por lo
menos una de ellas es finita. Si v(E) = u1(E) — u2(E), (E € X), probar que v es una
medida con signo.

Ejercicio 2. Sea v una medida con signo. Probar:

(a) Si P es un conjunto positivo con respecto a vy A C P, entonces A es un conjunto
positivo con respecto a v.

n

(b) Si (P;)1<i<n son conjuntos positivos con respecto a v, entonces _U1 P; también lo es.
1=

Ejercicio 3. Sea v una medida con signo sobre el espacio medible (£, F). Sean A un

conjunto positivo y B un conjunto negativo con respecto a v tales que: @ = AUB y
AN B = ¢. Dado E € F, probar:

(a) vT(E)=v(ENA)=sup{v(H): HC E,H € F},
(b) v (E)=v(ENB)=mf{v(H): H C E,H € F}.

Ejercicio 4. Sean (Q, F, ;1) un espacio de medida y f tal que existe [, fdu. Si v(E) = [ fdu,E € F,
probar que:

v (B) = [ rdn o) = [ 1
Ejercicio 5.

(a) Sean A\ y p medidas sobre (2, F) y A(Q2) < co. Probar:

ALy & Vex>0,30=0)>0: p(E)<d = ME)<e

(b) Demostrar que la hipétesis A(€2) < oo es necesaria en (a). (Sug. Considerar p la
medida de Lebesgue en (0,1) y A\(E) = [, % para todo E' C (0, 1) medible Lebesgue.)

Ejercicio 6. Sea el espacio de medida (R", M, §) donde M es la o —4lgebra de conjuntos

medibles Lebesgue y,
1, 0€ A,
o(4) = { 0, 0¢ A.

(a) Probar que no existe f : R® — R medible tal que

5(A):/Af(x)dx (VA e M).



(b) Dada f:R™ — R medible, hallar todas las funciones medibles g : R — R tales que
f = g a. e. con respecto a .

Ejercicio 7. Sean u y v dos medidas sobre el espacio medible (X, Y) . Si para todo € > 0
existen A, € ¥ y B, € X tales que:

ANBe=9, AcUB. =X, pu(A) <eyv(Be) <e,
probar que existen A € ¥, B € ¥ tales que:

ANB=@, AUB=X, u(A)=0=v(B).

Ejercicio 8. Sea u la medida de contar en R y sea m la medida de Lebesgue. Probar que
m < p pero no existe f tal que

m(E)—/Efdu.

i, Por qué esto no contradice el Teorema de Radon-Nikodym?

Ejercicio 9. Sean (€, F) un espacio de medida, p una medida finita y v una medida
signada finita definidas en F, tales que v < p.

(a) Probar que existe una funcién g € L'(u) tal que
/fdu = /fg dp YV f medible tal que/fdu existe .

(b) Probar que {z € Q: g(z) >0}y {z € Q: g(x) < 0} son respectivamente un conjunto
positivo y uno negativo para v.

Ejercicio 10. Sea (€2, F) un espacio medible y sean p y v dos medidas finitas en (€2, F).
Definimos, en el mismo espacio, una nueva medida dada por g = pu + v.

(a) Probar que existe una funcién f € L'(z) tal que v(E) = [, fdi y que 0 < f <1
n—a.e.

(b) Deducir que [gdv = [ gf df para toda g > 0 medible.

(c) Si, ademds, v(E) = [, hdu para todo E € F entonces h = lff w— a.e.

Sugerencia: reescribir el item (b) como [g(1 — f)dv = [ gfdp y elegir una g ade-
cuada.

Ejercicio 11. Sea p una medida de Borel finita sobre R y sea f : R — R dada por
f(z) = pu(—o0, z|. Probar:

(a) u << msiy solosi f es absolutamente continua y en ese caso % = f/.

(b) ulm siy solo si f" =0 en casi todo punto respecto de m.



Ejercicio 12. Dado un espacio de medida (€2, F, ) y una funcién medible X : Q — R,
considerar la medida pux definida sobre los borelianos de R™, por

x(4) = (X1 (4)).

Probar que para toda funcién f : R” — R integrable respecto de px, y para todo boreliano
A C R" vale,

/ f(y) dux = / F(X) dp
A X-1(A)

Ejercicio 13. Sean (£, F, P) un espacio de probabilidad , (X,Y): Q — R? un vector
aleatorio y Pxy la medida inducida por (X,Y) sobre los borelianos de R?. Probar que si
Pxy < m, siendo m la medida de Lebesgue, entonces Px y Py también lo son y hallar
sus funciones de dendidad , esto es, sus derivadas de Radon-Nikodym respecto de m .

Ejercicio 14. Sea X = Zle a;X A, una variable aleatoria simple, donde los nimeros reales
a; son todos distintos, los conjuntos 4; son disjuntos dos a dos y © = |JI_, A;. Sea o(X)
la o-dlgebra generada por X.

(a) Describir precisamente los conjuntos que componen o(X).

(b) Probar que si la variable aleatoria Y es o(X)-medible entonces Y es constante en
cada uno de los conjuntos A;. Concluir que Y puede expresarse como funcién de X.

Ejercicio 15. Sea Q2 = [0, 1] x [0, 1], B la o—4lgebra de los borelianos de 2 y P la medida
de Lebesgue. Sea ¢ : [0,1] — R continua. Definimos en (€2, B, P) las siguientes variables
aleatorias

Xi(wi,w2) = glwr),  Xo(wi,ws) = g(wa).

Probar que X7 y X, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

Ejercicio 16.

(a) Dados un espacio de probabilidad (Q,U, P) y una funcién medible f : Q@ — R tal
que [, f dP =1, sea v la medida definida sobre (Q2,2) por

V(A):/AfdP.

Probar que (Q,U,v) es un espacio de probabilidad y que para toda g : Q@ — R

v—integrable, vale que
/ gdv = / g fdP.
Q Q



(b) En particular, sea X : Q — R™ una variable aleatoria y supongamos que px tiene
funcién de densidad f. Sea g : R® — R, tal que

Y =g(X)

es integrable. Mostrar que
BY) = | go)f(a)da.

Ejercicio 17. Sea X : Q — R? una variable aleatoria definida sobre el espacio de proba-
bilidad (€2, F, P). Hallar

(a)
(b)
()

[V) con V = {0, Q}

E(X
E(X|V) con V={0,Q,B,B°}, Be F

con Y una variable aleaotoria que toma los valores y; con probabilidad p;,

B(x
1<i

| /\

Ejercicio 18. Sean X, Y dos variables aleatorias con funcién de densidad conjunta fxy (z,y).
Probar que

EX|Y)=2(), con D(y) = /Oo xM dx.

—0o0 fY(y)

Sugerencia:
(a) ®(Y) es o(Y)-medible.
(b) Sea A € o(Y) y sea B un boreliano de R tal que A = Y ~(B).
Probar que
L [, XdP = [7 [pafxy(z,y)dyde.
2. [Lo(Y)dP = [%_ [5®(y)fxy(z,y)dyda.
3. [4XdP = [,®(Y)dP, paratodo A€ o(Y).



