Algebra 111 Segundo cuatrimestre de 2013

Practica 7

1. Sean K un cuerpo, C'/K una clausura algebraica de K y f € K[X] un polinomio
moénico de gradon > 1. Si f = (X —a1)... (X — ayp) (con o; € C) se define el
discriminante de f en la forma:

(a) Probar que:
(i) Si f = X2+ bX + ¢, entonces A(f) = b? — 4c.
(i) Si f = X3+ bX + ¢, entonces A(f) = —4b3 — 27c%.

(b) Sea E/Q una extensién de grado n. Sea o € E tal que E = Q(«a) y sea f =
m(a,Q). Probar que A(f) = (—1)%N5(f’(a)), donde f’ es el polinomio
derivado de f.

2. Sean € N, n > 2. Probar que si f = X"+ bX + ¢ € Q[X], entonces A(f) =

n(n—1)

(-1)" 2 (n"c"t+ (1 —n)"lon).

3. Sea F/Q un cuerpo de descomposicién de X3 + X + 1 € Q[X]. Probar que el
polinomio X* — 6X?2 + 40 es reducible en E[X].

4. Sea K un cuerpo. Sean E = K(t1,...,t,) y F = K(s1,...,8), con {t1,...t,}
algebraicamente independientes sobre K y {s1,...,8,} los polinomios simétricos
elementales en {t1,...%,}.

(a) Supongamos que car(K) # 2. Caracterizar las subextensiones de grado 2 de
EJF.
(b) Sean ay,...,a, € N. Probar que t]* +--- +t%" genera E/F siy solo si a; # a;
para i # j.
5. Sea K un cuerpo y sea n € N tal que car(K) { n. Supongamos que K contiene a las

raices n-ésimas de la unidad. Sea E/K una extensién ciclica de grado d con d | ny
sea o un generador de G(E/K). Probar que:

(a) E = K({/a) para algin a € K*.
(b) o(¥/a) = £{/a con £ una raiz d-ésima primitiva.
(c) Supongamos que K({/a) = K(¥/b). Usar (b) para mostrar que o(Va) _

Va
a(Vb) Va
(55 vy €5
robar que va) = S1y solo s1a = ¢ y b = ale para ciertos
d) Prob K K(/b) si y solo si Ve v b = alcy
c1,co € K. Bs decir, K({/a) = K(/b) si y s6lo si a y b generan el mismo
subgrupo de K*/H, donde H el subgrupo de las potencias n-ésimas.

7
) , donde i es coprimo con d. Concluir que



10.

. Probar que:

a) Todo grupo abeliano es resoluble.

(a)
(b) Todo p-grupo es resoluble.
(¢) D, es resoluble.

)

(d) S, es resoluble si y sélo si n < 4.

Mostrar explicitamente que las siguientes extensiones son resolubles por radicales:

(2) QV1+V2,i+v3)/Q.

(b) E/Q cuerpo de descomposicién de f = (X4 —2)(X? - 5).

(¢) K(t1,t2)/K(s1,82), donde K es un cuerpo con car(K) # 2, {t1,t2} son alge-
braicamente independientes sobre K, y {s1,s2} son los polinomios simétricos
elementales en {¢1,t2}.

. Sea K un cuerpo. Sea f € K[X] un polinomio de grado n y sea E un cuerpo de

descomposicién de f sobre K. Probar que si G(E/K) ~ S,, entonces f es irreducible
en K[X].

(a) Sea p € N primo. Sea H C S, un subgrupo que contiene una transposicién y
una permutacién de orden p. Probar que H = §,.

(b) Sea f € Q[X] irreducible de grado primo, y sea E C C el cuerpo de descom-
posicion de f. Probar que si f tiene exactamente dos raices no reales en C,

entonces G(E/Q) ~ S,

(a) Sea m € N par, y sean a; < --- < a, enteros positivos pares, con r > 1 impar.
Sea f = (X?+m)(X —a1)...(X —a,) — 2. Probar que:
(i) f esirreducible en Q[X].

(ii) Para m suficientemente grande, f tiene exactamente dos raices no reales
en C.

(b) Deducir que para cada primo p € N existe una extensién de Galois E/Q con
grupo de Galois S,.



