Algebra 111 Segundo cuatrimestre de 2013

Practica 1

Nota: En esta practica los anillos son conmutativos y tienen unidad 1 # 0. Los morfismos
de anillos respetan la unidad.

1. Sea A un anillo. Probar que:
(a) A tiene ideales maximales y todo ideal propio de A estd contenido en un ideal
maximal.
(b) p es un ideal primo de A si y s6lo si A/p es un dominio integro.
(c) A es un cuerpo siy sélo si tiene exactamente dos ideales.

(d) m es un ideal maximal de A si y s6lo si A/m es un cuerpo.
2. Probar que:

(a) Si K es un cuerpoy f : K — B es un morfismo de anillos, entonces f es
inyectivo.

(b) Si A es un anillo tal que todo morfismo de anillos f : A — B es inyectivo,
entonces A es un cuerpo.

3. Probar que si D es un dominio integro finito entonces D es un cuerpo.

4. Dado b € C se define Q[b] = {d>°"" jaibi € Q:a; € Q, n € N}. Probar que Q[\/ﬁ],
Q[v3], Q[i] y Q[v/2] son cuerpos.

5. Caracterizar los siguientes conjuntos:

(a) {f:C— R, f morfismo de cuerpos}.

(b) {f:Q —TF,, f morfismo de cuerpos}, p primo.

(¢) {f:Q— K, fmorfismo de cuerpos}, K cuerpo fijo.

(d) {f:Q[v2] — Q[v2], f morfismo de cuerpos}.

(e) {f: Q2] — Q[V3], f morfismo de cuerpos}.

(f) {f:Q[Vv2] — Q[v2], f morfismo de cuerpos}.

(g) {f:C— C, fmorfismo de cuerpos tal que f(a) =a Va € R}.
(h) {f:R— R, f morfismo de cuerpos}.

6. Sean K un cuerpo y A una K-algebra de dimensién finita. Probar que si A es un
dominio integro, entonces es un cuerpo.

7. Sea A un anillo. Notamos U(A) al conjunto de los elementos de A que tienen inverso
multiplicativo.
(a) Probar que (U(A),-) es un grupo, llamado el grupo de unidades de A.

(b) Caracterizar el grupo de unidades de los siguientes anillos: Z, K (K cuerpo),
Z[i], Z[\/—5], A[X] (A dominio integro) y Z/nZ.



8. Probar que si A es un dominio integro entonces A[X] también lo es. Deducir que en
ese caso A[X,...,X,] es dominio integro. ;Qué pasa con A[X; : i € I'] donde [ es
un conjunto cualquiera?

9. Sea A un dominio integro. Consideramos en el conjunto A x (A — {0}) la relacién
(a,b) ~ (¢,d) <= ad = be.

(a) Probar que ~ es una relacién de equivalencia.

(b) Probar que K = A x (A—{0})/ ~ es un cuerpo con las siguientes operaciones:

(a,b) + (¢,d) = (ad+ cb,bd)
(a,b)-(c,d) = (ac,bd).

Decimos que K es el cuerpo de cocientes de A.

(c) Probar que f : A — K definida por f(a) = (a,1) es un monomorfismo de
anillos.

(d) Sea D un anillo. Probar que son equivalentes:

(i) D es un dominio integro.
(ii) Existe f: D — K monomorfismo de anillos para algin cuerpo K.

10. Caracterizar el cuerpo de cocientes de los siguientes dominios integros: Z, Z[il,
Z[V2], A[X] (A dominio integro) y K (K cuerpo).

11. Sea A un dominio integro y sea P € A[X]. Definimos ep : A[X] — A[X] en la forma
ep(Q) = Q(P(X)). Probar que:
(a) ep es un morfismo de anillos, llamado especializacion en P.

(b) Todo morfismo de anillos de A[X] en A[X] que vale la identidad sobre A es una
especializacién en algiun P.

(c) Si una especializacién ep es un automorfismo de A[X] entonces su inversa
también es una especializacion.

(d) ecx+p es un automorfismo de anillos si y sélo si ¢ € U(A).
(e) Si f es un automorfismo de A[X] tal que f(a) =a Va € A, entonces f es de la
forma e.x1p para algin € U(A).

12. Sea A un dominio integro y sea a € A. Probar que:

(a) Sia es primo, entonces a es irreducible.

(b) Si A es DFU (dominio de factorizacién unica), a irreducible implica a primo.

(¢) En Z[v/—5] los elementos 3, 7, 4 + v/—5,4 — /=5, 14+ 2y/—5y 1 — 2y/—5 son

irreducibles pero no primos. Concluir que Z[y/—5] no es DFU.
(d) Si A es DIP (dominio de ideales principales) entonces A es DFU, pero no vale
la reciproca.

13. Un dominio integro A se dice euclideano si esta provisto de un algoritmo de division,
es decir, si existe N : A—{0} — NU{0} que satisface las dos condiciones siguientes:
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e Va,be A— {0}, sia|bentonces N(a) < N(b).
e Va,be A—{0} existen ¢, r € A tales que a =bg+7r conr =00 N(r) < N(b).
Probar que:
(a) Z, Z[i], K y K[X] (K cuerpo) son euclideanos.
(b) Si A es euclideano, entonces A es DIP.
. Sea p € Z primo. Probar que son equivalentes:
(a) 2?4 1 es irreducible en F,[X].
(b
(
(d
(
(

—1 no es un cuadrado en [F,,.
c) p = 3 mddulo 4.

p no es suma de dos cuadrados en Z.
e) p es irreducible en Z[i].

)
)
)
)
)
)

a) Sea K un cuerpo y sea f € K[X]. Probar que K[X]/(f) es un cuerpo si y s6lo
si f es irreducible.

(b) Construir un cuerpo de 9 elementos.
(c) Probar que R[X]/(X?+1) ~C.

. Sean p € N primo, 7 : Z — F, el tnico morfismo de anillos, y 7 : Z[X]| — F,[X]
el morfismo de anillos inducido por 7 definido como 7(3" a; X?) = Y 7(a;) X" Sea
f € Z[X] tal que w(f) # 0y gr@(f) = grf. Probar que si @(f) es irreducible en
[F,[X] entonces f no se factoriza en Z[X] como producto de polinomios de grado
positivo.

. Sea A un DFU y sea K su cuerpo de cocientes. Probar que si f € A[X] es un
polinomio irreducible de grado > 0 entonces, visto como polinomio con coeficientes
en K, también es irreducible. ;Vale la reciproca?

. Probar que si A es DFU entonces A[X] también lo es. Deducir que en ese caso
A[Xq,...X,] también es DFU.

Criterio de irreducibilidad de Fisenstein. Sea A un DFU y sea K su cuerpo de
cocientes. Sea f = >"" ja; X' € A[X], con n > 0. Probar que si existe un primo
p € A que verifica: pfay, pla; (VO<i<n-—1)yp?{ag, entonces f es irreducible
en K[X].

Teorema de Gauss. Sea A un DFU y sea K su cuerpo de cocientes. Sea f =
Soioai Xt € A[X] con ag # 0. Demostrar que si p y ¢ son elementos no nulos de
A, coprimos entre si, tales que g € K es raiz de f, entonces p | ag y ¢ | a,, en A.

. Sea p € Z primo. Probar que:
(a) (X +1)P —1 es divisible por X y % es irreducible en Q[X].

(b) 1+ X + X2+ ...+ XP~L es irreducible en Q[X].
(¢) X™ — p es irreducible en Q[X] Vn € N.
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Sea K un cuerpo. Sea f € K[X]|y sea a € K una raiz de f. Probar que a es raiz
miltiple de f siy sélo si es raiz de su derivado.

Probar que si f € Q[X] es irreducible, entonces f no tiene raices multiples en C.
(a) Probar que Y7 ; X no tiene raices miltiples en C.
(b) Probar que Y ;" % no tiene raices multiples en C.
Determinar todos los polinomios de grado 2, 3, 4 y 5 irreducibles en Fy[X].
Sean a, b € Z.

(a) Probar que X?+aX?+bX +1 es reducible en Z[X] siy sélosia =boa+b = —2.
(b) Determinar condiciones necesarias y suficientes para que X + aX? +bX — 1

sea reducible en Z[X]. Lo mismo para X* + b.

Sea K un cuerpo y sea a € K. Probar que X* — a es reducible en K[X] si y sélo si
a = b? para algin b € K 0 a = —4¢* para algin c € K.

Factorizar X° + X* + X2 + X + 2 en Q[X].
Analizar la reducibilidad de:
(a) 2X° + 18X3 +30X2 —24; X4 +4X24+10; X2 — X?+7X +2 en Q[X] y en
Z[X].
(b) X*—4; X34+ X2+ X +1; X+ X34+ 1; X5+ 6X* +5X2—2X + 9 en Z[X].
(c) (X +a)*+1en Q[X] (a€Q).
(d) X>4+Y?+1enQ[X,Y].

Sea K un cuerpo finito de ¢ elementos. ;Cuantos polinomios irreducibles moénicos
de grado 2 hay en K[X]? ;Y de grado 37



