ANALISIS NUMERICO — Practica 4

Segundo Cuatrimestre de 2012

Ejercicio 1. Probar que las normas
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son equivalentes. Verificar que la norma de H'! se deriva de un producto escalar.
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Ejercicio 2. Considerar el problema: encontrar u : Q — IR, € IR™ un abierto acotado,
tal que:

—Au+u=f en
u=0 sobrel =00

con f una funcién prefijada en C(€2).
i) {Qué se considera una solucién clasica del problema?
ii) ;Coémo definirfa una solucién débil?
iii) Probar que toda solucién clésica es una solucién débil.
iv) Probar que existe una solucién tnica en Hg () de la formulacién débil.

Ejercicio 3. Considerar el problema: encontrar u : Q — IR, £ € IR" un abierto acotado
de clase C!, tal que:

—Au+u = f en
g—z = 0 sobre I' = 002
con f una funcién prefijada en C(€).
i) Defina solucién clésica y débil para este problema.
ii) Probar que toda solucién clésica es una solucién débil.

iii) Probar que existe una solucién tnica en H'(§2) de la formulacién débil.

Ejercicio 4. a) Sea Q = [0, 1] x [0, 1], probar que existe una cosntante C' > 0 tal que,
para toda u € H'(Q) :
lullr200) < Cllulla@)-
b) Considerar el problema: encontrar u : @ — IR, tal que:
—Au = f en Q
u = 0 en I’y
% =g en 002 — I'y

con f€C(Q)yge L*0Q) y T ={(r,y):0<z <1,y =0}.
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i) Definir solucién cldsica y débil en un espacio adecuado V- C H' ().
ii) Probar que toda solucién clésica es una solucion débil.

iii) Probar que existe una solucién tnica en V' de la formulacién débil.
Ejercicio 5. Sea Q C IR" un abierto acotado. Sean a; ; € C1(Q), 1 < i,j < n que verifican
la condiciéon de elipticidad:
Z ai;j(Z)xix; > alx]? VzeQ, VxeR', a>0
ij=1
Sea también ag(z) € C(Q). Se busca una funcién u : @ — IR que verifique:

_ szzl % (aing—:]i) +agu=f en €
u=0 sobre ' =00

i) Defina solucién clésica y débil para este problema.

ii) Probar que toda solucién clasica es una solucién débil.

iii) Probar que para ag(x) > 0 en Qy f € L? existe una solucién tnica en HE () de
la formulacién débil.

Ejercicio 6. Considere el siguiente problema en  C IR?:

{ —Au+51%+62§—§=f en
u|3Q:O

Donde f3; y 3, son constantes en Ry f € L?(9).

i) Hallar la forma debil en un espacio adecuado V.

ii) Probar que existe una solucién tinica en V' de la formulacién débil.
Sug. : Para ver la coercividad verifique que:

v v
— 4+ fo—)v=0,YvoeV
[ @5+ g
Ejercicio 7. (a) Dado el problema variacional
a(u,v) = /fv para todo v € V
con a:V xV — IR una forma bilineal simétrica. Considere la respectiva aproxima-
cién de Galerkin sobre un espacio discreto V;, = V'@ V2 C V que posee la propiedad

de que a(v},v7) = 0 para todo par v;, € V;!,vi € V2. Demuestre que uj, = uj, +uj es
solucién de la aproximacién de Galerkin si y solo si los uj, resuelven respectivamente

a(uy, vj,) = /fvz para todo v, € V}/



(b) Tome a(u,v) = fol

UfV:_OlL-, I; = (x4, wi11), con x;41 = x; + h . Tome entonces

w'v' y V = H}0,1) en el item previo y considere (0,1) = I =

Vi ={u € H} tal que u € Py(I;) paratodo 0 <i< N —1} =< ¢y,...,on_1 >

con ¢;(x;) =07, y sea V2 =< ¢, ..., py_1 > con

qg' _ %(ZU — ) (241 — T) x € I
' 0 zel—1
Demuestre que Vj, = Vil @ V! estd en las hipdtesis del item previo, y entonces se
pide hallar los f3; que verifican uy, = > a;¢; + Bip;.

Ejercicio 8. Dar dos ejemplos de formas bilineales (a; ;) diferentes, que corresponden a
formas variacionales distintas, pero den lugar al mismo operador diferencial.

Ejercicio 9. Sea 2 un dominio acotado en IR", n = 1,2, 3. Sea T}, una subdivisién de €2 en
elementos K (intervalos en IR, tridngulos o cuadrildteros en IR?, tetraedros en IR*). Probar
que una funcién definida en todo €2 y que es polinomial en cada elemento, pertenece a
H'(Q) si y solo si es continua en .

Ejercicio 10. Encontrar la dimensién de los siguientes espacios de funciones, definidas
sobre un elemento K en IR%:

i) funciones lineales

ii) funciones cuadraticas

iii) P,(K) = {v : v es un polinomio de grado < r sobre K}

iv) funciones bilineales ( v = ag + a1z + a2y + aszy).

Ejercicio 11. Sea (), una triangulaciéon de un dominio acotado con frontera poligonal
QcCR? (es decir, una subdivisién de 2 en tridngulos que no se superponen, y tal que los
vértices de ningin tridngulo se encuentran sobre los lados de otro tridngulo).

i) Sea V}, el espacio de funciones continuas definidas en €2, lineales en cada tridngulo
de C. Probar que una funcién en Vj, estd univocamente determinada por su valor en los
nodos de C, (incluyendo los pertenecientes al borde de 2). Verificar que la funcién resulta
continua.

ii) Sea V}, el espacio de funciones continuas definidas en 2, cuadréticas en cada tridngu-
lo de C},. Probar que una funciéon en Vj, esta univocamente determinada por ejemplo por
su valor en los nodos de (, (incluyendo los pertenecientes al borde de 2) y en el punto
medio de cada lado de los elementos de Cj,.

Ejercicio 12. Sea T}, una triangulacion de un dominio acotado con frontera poligonal
Q C IR Sea Vj el espacio de funciones continuas definidas en €, cuadréticas en cada
triangulo de T,.

i)Explicar como elegiria los nodos en cada tridngulo para garantizar que una funcién
en V}, esté univocamente determinada por su valor en los nodos elegidos.

ii) Considere ahora el triangulo de referencia y los nodos n;, 1 < j < 6 como se indica
en la Figura. Hallar ¢;, 1 <14 <6 las funciones en V}, que satisfacen ¢;(n;) = 0;;.
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Ejercicio 13. Sea (), una na subdivisiUn en rectangulos Q, con lados paralelos a los
ejes coordinados de un dominio acotado  C IR%. Sea V}, el espacio de funciones continuas
definidas en ©, tal que en cada rect-ngulo es una funciUn de Qs = {viv=> epi(x)g;(y)}
donde p; y g; son polinomios de grado menor o igual a 2.

i)Explicar como elegiria los nodos en cada rectdngulo para garantizar que una funcién
en V}, esté univocamente determinada por su valor en los nodos elegidos.

ii) Considere ahora el rectangulos de referencia [0, 1]* y los nodos n;, 1 < j < 6 como
se indica en la Figura. Hallar ¢;, 1 < ¢ < 6 las funciones en Vj, que satisfacen ¢;(n;) = d;;.
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Ejercicio 14. Consideremos € IR* un dominio con borde poligonal, y T}, una triangu-
laciéon del mismo. Sea K C T} un tridngulo de la particiéon. Llamamos:
hx = mayor de los lados de K,
pr = didmetro del circulo inscripto en K,
h = max hg.
KeT),
Probar que la condicion h—K < B VK € T, es equivalente a que exista 6, > 0 tal que

K
para cualquier angulo 6 de cualquier tridngulo K € T}, se tiene 6 > 6, (esta condicién es
conocida como ”condicién del dngulo minimo”).

Ejercicio 15. Sea @ un rectangulo en IR?, con lados paralelos a los ejes. Considerar
una subdivision C, de ) en subrectangulos que no se solapan tal que ningtin vértice de
ningun rectangulo pertenece al lado de otro rectangulo. Sea V}, el conjunto de funciones
continuas definidas en @), bilineales en cada subrectangulo. Probar que un elemento de V},
estd univocamente determinado por su valor en los nodos de C}, (incluyendo los nodos en

el borde de Q).

Ejercicio 16. Se desea aproximar

/Tf(f)di

donde T es el triagngulo de referencia que tiene vértices (0,0), (1,0) y (0,1).
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a) Mostrar que la férmula de integracién numérica

[ s@di~ 51

es exacta para polinomios de grado menor o igual a 1.

b) Mostrar que la férmula de integraciéon numérica

/fide— F(5:0)+ £0.5) + (5 5)

es exacta para polinomios de grado menor o igual que 2.

Ejercicio 17. Sea T un tridngulo genérico (no degenerado) de vértices ay,as, as. Sea
F(2) = BZ + b la transformacién afin que transforma 7" en 7'. Usando el ejercicio 16 a) y
haciendo un cambio de variables mostrar que la férmula de cuadratura

Ajqu~wuwmx

donde ajo3 es el baricentro del tridngulo 7', es exacta para polinomios de grado menor o
igual que 1.

Ejercicio 18. Procediendo en forma analoga al ejercicio previo y usando el ejercicio 16
b), mostrar que la férmula de cuadratura

/f ~ Bl(f(an) + flan) + flan)

donde a;j,¢ < j denota el punto medio del lado de vértices a; y a;, es exacta para
polinomios de grado menor o igual que 2.

Ejercicio 19. En forma andloga a los ejercicios previos mostrar que la formula de cua-
dratura

/f( dxrv— Zfal )+8 > flay) +27f(a12s))
T

1<i<y<3

es exacta para polinomios de grado menor o igual que 3.

Ejercicio 20. Considerar la triangulacién del cuadrado [0, 1] x [0, 1] que se obtiene tra-
zando las diagonales, y consiste de cuatro tridngulos. Numerar los nodos de la siguiente
manera: N = (0,0), N, = (1,0), N3 = (1,1), Ny = (0,1), N5 = (3, 3). Hallar las matrices
locales y la matriz de rigidez que resultan al resolver el problema del ejercicio 3 usando
elementos finitos lineales.

Ejercicio 21. Considerar la subdivisiUn del cuadrado [0,1] x [0,1] que se obtiene tra-
zando dos rectas paralelas a los ejes, y consiste de cuatro cuadrados. Numerar los nodos
de la siguiente manera: N; = (0,0), No = (1,0), N3 = (1,1),N, = (0,1), N5 = (%,%),

N = (1/2,0),N; = (1,1/2), Ng = (1/2,1), Ng = (0,1/2). Hallar la solucién del sistema
variacional discreto del ejercicio 2 con f = 1, usando elementos finitos bilineales .
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Ejercicio 22. Hacer un programa para resolver la ecuaciéon de Poisson —Au = f con
condicién de borde u|sq = 0, en un poligono convexo 2 usando elementos finitos lineales
(dando como dato de entrada los nodos de la triangulacién). Calcular el error ||u — uyl|
en diversas normas y graficar en funcién de h.

Ejercicio 23. Hacer un programa para resolver la ecuaciéon —Awu + u = f con condicion
de borde u|gg = g, en un poligono convexo 2 usando elementos finitos lineales (dando
como dato de entrada los nodos de la triangulacién). Calcular el error ||u—wuy|| en diversas
normas y graficar en funcién de h.



