ANALISIS NUMERICO

Practica 0

Segundo Cuatrimestre de 2013

Discretizacion de derivadas

Ejercicio 1 Hallar el error local y el orden de las siguientes discretizaciones de la derivada
primera indicando en cada caso las hipotesis de suavidad que requiere de la funciéon w:

u(x+h)—u(x
(+})L ()(

iou/(x) ~ forward difference)

W (backward difference)

. v/ (x) ~
u(z+h)—u(xz—h)

o (diferencias centradas)

ii. u'(x) ~

iv. W/(z) ~ —3(3u(z) — 2u(z + h) + ju(z + 2h))

Ejercicio 2 Halle el error local para la discretizacion habitual de la derivada segunda, y
explicite sus requerimientos de suavidad:

gy - L =200 4 S

Ejercicio 3 Halle una formula de aproximacion para la derivada segunda que utilice los
valores de f en x,x + h y x + 2h. ;Cual es el error local?

Para hacer en Matlab:

Ejercicio 4 Se tiene el problema de valores iniciales:

my"+ay +ky=f y0) =y y(0) =y,

que modela la posiciéon de una masa m ubicada en el extremo de un resorte de constante
k y que es sometida a una fuerza f. a es la constante de rozamiento. Las condiciones
iniciales son la posiciéon yy y la velocidad inicial vg. Haga programas de Matlab que
resuelvan este problema:

a) Usando la discretizacion habitual para la derivada segunda y diferencias centradas
para la aproximacion de la primer derivada.

b) Usando la discretizacion de la derivada segunda del ejercicio anterior y la dis-
cretizacion de la derivada primera dada en el ejercicio 1 iv).
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Experimente con distintos valores de m, a, k'y f. Por ejemplo, considere f = fycos(t),
f = fosin(t), f = foluz—s,- Para f = 0 resuelva analiticamente, grafique la solucion
numérica, la real y el error.

Ejercicio 5 Si ¢ > 0, considere el problema
—eu" —u' =0 w(0)=0 wu(l)=1.

a) Discretice la ecuacion usando diferencias centradas para las derivadas primera y
segunda, y obtenga explicitamente la solucion discreta (en funcion de h y €).

b) Para distintos valores de € y h, compare las graficas de las soluciones discreta y
exacta. jQué ocurre si h >> 2¢7

Ejercicio 6 Repita el ejercicio 5, pero ahora discretice usando diferencias centradas para
la derivada segunda y diferencias forward para la derivada primera. Compare los resulta-
dos con los obtenidos anteriormente.

Ecuaciones de recurrencia:
Ejercicio 7 Halle la solucion general de las siguientes ecuaciones de recurrencia:
y(i+2) — y(i+1) - 2y(3) = 0

y(i+3) —6y(i +2)+ 12y(i + 1) — 8y(i) =
yn+2) —2y(n+1)+2y(n) =0

Normas de matrices y radio espectral:

Ejercicio 8 Pruebe que para toda A € R™*"
a)
[1A]loe = max Z ||

[|Ally = max Z |asj]

1<5<n

Ejercicio 9 Pruebe que el radio espectral de una matriz cuadrada A no puede ser mayor
que la mayor de las sumas de los modulos de los elementos de una fila o columna.

Ejercicio 10 Teorema de Gerschgorin Sea A € C"*". Pruebe que:
A —a;i| <R, para algun ¢
siendo:

Ri="Y " |a|
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Ejercicio 11 El objetivo de este ejercicio es probar que el radio espectral de una matriz
A € R™"™ acota inferiormente a toda norma de A, sin utilizar normas complejas.

Dada A € R™" sea A\ = a + ib un autovalor de A y sea u + v el autovector corre-
spondiente, con a,b € Ry u,v € R™.

a) Calcule Auy Av y pruebe que

[Aul3 + (| Av]l3 = (a® + %) ([full3 + [[]]2)

b) Concluya que

Al < [1A]l2
¢) Pruebe que dada una norma cualquiera || - || en R™*" vale que
A< [lA]

(Sug.: Use que dadas dos normas ||+ ||, ¥ || - ||», existe una constante C' que depende
solo de n y de las normas, tal que || B||, < C||B||, para toda B € R™*").

Muestre una matriz A y una norma ||.|| para la cual p(A) < 1y sin embargo ||A|| > 1.

Ejercicio 12  a) Sea A, tal que sus autovectores forman una base. Muestre una norma,
|||-]|| subordinada a una norma vectorial tal que p(A) = ||| A]||.

b) Observe que en el item anterior no es necesario que exista una base de autovalores de
A, sino so6lo que los bloques de Jordan asociados a autovalores A tales que [A| = p(A)
sean todos de 1 x 1.

Ejercicio 13 (*) Demuestre que los autovalores de la matriz tridiagonal A € R™*" de

b 0 0
a b 0
0 ¢ a 0
A:
0
c a b
0 0 c a

son Ay = a +2by/§cos(Z5), s=1,...,n.

Sug.: Halle la ecuacion de recurrencia que satisfacen los autovectores.



