1.

Practica 2

Medida Producto

Definicién y propiedades

Alo largo de esta seccion fijaremos dos espacios de medida o-finita (X, Mx, pu) y (Y, My, v).

1. Sea en el producto cartesiano X x Y la clase R de rectangulos

R:{AXBZAGM)(,BGM}/}.

Demuestre que R es una semialgebra de conjuntos sobre X x Y.

Definicion. La o-dlgebra producto Mx ® My se define como la o-algebra sobre
X x 'Y generada por la semiélgebra R.

. Probar que M x® My coincide es también la o-algebra generada por las proyecciones

x : X XY = Xymy: X XY — Y definidas por mx(z,y) =z y my(z,y) = v.

. Demuestre que si (A4;)1<i<n, (C})jen € Mx y (Bi)i<i<n, (Dj)jen € My son familias

de conjuntos tales que
n oo
i=1 j=1

donde la unién es disjunta en cada caso entonces vale

Z pw(Ai)v(B;) = Z w(Cy)v(Dy).

. Sea la aplicacion 7 : A — [0, 400] definida por la formula

(Uaix B) = > ua(s)

donde la unién es disjunta. Mostrar que 7 esté bien definida y que es o-aditiva.

Observar que como p y v son o-finitas también lo sera la aplicaciéon 7. Luego, por el
Teorema de Extension de Caratheodory-Hahn podemos extender a 7 a una medida
definida sobre todo Mx ® My que denotaremos por p x v. Notar que ésta es la
tunica medida definida sobre My ® My que verifica

(nx v)(Ax B) = u(A)v(B)

para todo A € Mx y B € My. Por este razon la medida i X v es denominada la
medida producto sobre X x Y.



5. Principio de Cavalieri. Demuestre que para todo A € M x ® My las secciones
A, ={yeY:(z,y) € A}

Ay ={reX:(z,y) € A}

son medibles y que ademas vale
(x)) = [y v = [ v de

6. Teorema de Fubini-Tonelli. Sea f : X x Y — [0, +oc] medible y no negativa.
Paray € Yy x € X definimos las aplicaciones f, : X — [0, +00]y f, : Y — [0, +00]
mediante la féormula

fy(@) = flz,y) = fu(y)-
a) Probar que para todo y € Y y = € X las aplicaciones f, y f, son medibles.

b) Probar que las aplicaciones

x»—>/yfx(y)dl/

yH/Xfy(ﬂf)du

son medibles.

c¢) Probar que

Xxyf(x’wd(“”):/y {/Xfy(@du] dv:/x [/fo(y) dy] dp.

7. Teorema de Fubini. Sea f : X XY — [—o00, +00] una funcién (u x v)-integrable.
a) Probar que f, es integrable para casi todo y € Y con respecto a la medida v y
que f, es integrable para casi todo x € X con respecto a la medida pu.
b) Probar que las aplicaciones
Jy fo@)dv st [y |fo(y)| dv < +o0

T ——
0 en caso contrario

fX fy(x) du s1 fX |fy(x)| dp < +o0
Yy
0 en caso contrario

son integrables.

c¢) Probar que

Xxyf(x’wd(“XV):/y{/Xfy(x)d“] d”Z/}(nym(y)dy] .



2. Relacién con independencia de variables aleatorias

1. Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y sean X,Y:  — R variables aleatorias.
Probar que son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a) Las variables aleatorias X e Y son independientes.
b) FXY = FXFy.
C) PXY = PX X Py

)

d) En el espacio de probabilidad (R?, B2, Pyy) las proyecciones canénicas 71 y mo
son variables aleatorias independientes.

2. a) Mostrar que si X e Y son variables aleatorias discretas
X e Y son independientes <= pxy = pxpy.
b) Mostrar que si X e Y son variables aleatorias absolutamente continuas

X e Y son independientes <= fxy = fxfy.

3. Sea (€, F, P) un espacio de probabilidad y sean G y M o-algebras independientes
contenidas en F. Probar que si X € L?(Q,G,P) e Y € L*(Q, M, P) entonces

E(XY) = E(X)E(Y).



