1.

Practica 1

Introduccion

Extension y unicidad de medidas

Definicion. Sea €2 un conjunto y sea S una clase de subconjuntos de €. Decimos que S
es una semidlgebra sobre €) si verifica las siguientes condiciones:

(a) DeSyQeS

(b)) ABeS=ANBeS

() Ace S= A°=J;_; A con A;,..., A, € S disjuntos.

Definiciéon. Sea 2 un conjunto y sea M una clase de subconjuntos de 2. Decimos que
M es una clase mondtona sobre 2 si verifica las siguientes condiciones:

(a) (Ap)nen S My A, C A,qy paratodon € N=J, oy An € M.

(b) (An)nen €My Apyr € A, paratodon € N =, .y An € M.

1.

d.

Sean ) un conjunto y S una semialgebra sobre €. Probar que la clase

A(S) = {A cN: A= UAi con Ay,..., A, €S8 disjuntos}

i=1
es un algebra de subconjuntos de 2.

Teorema de Extension de Caratheodory-Hahn. Sean & una semialgebra de
conjuntos y g una medida sobre S. Probar que p admite una extension a o(S).

Teorema de la clase moné6tona. Dado un algebra de conjuntos A consideremos
M(A) y o(A) la clase mondtona y o-algebra generadas por A, respectivamente.
Mostrar que

Sean () un conjunto y & una semiélgebra sobre €). Probar que si dos medidas sobre
(Q,0(8S)) cualesquiera coinciden en S entonces también coinciden en o(S).

a) Probar que en el Teorema de Extension de Caratheodory-Hahn la extension
resulta tnica si la medida p es o-finita sobre S.

b) Mostrar con un ejemplo que la unicidad de la extension puede no ser cierta si
la medida p no es o-finita sobre S.



2. Teorema m — A de Dynkin

Definiciéon. Sea () un conjunto y sea P una clase de subconjuntos de 2. Decimos que P
es un m-sistema si es cerrada por intersecciones finitas.

Definiciéon. Sea €2 un conjunto y sea D una clase de subconjuntos de €2. Decimos que D
es un A-sistema si verifica las siguientes condiciones:

(a) Q€D
(b)) Ae D= A€ D
() (Anen €Dy Ay NA, =0sin#m = ,nAr € D.

1. Verificar que la condicion (b) en la definicion de A-sistema puede ser sustituida por
la condicién

(') ABeDy ACB=— B\ AeD.
2. Probar que toda clase C que sea m-sistema y A-sistema a la vez resulta una o-algebra.

3. Teorema de Dynkin. Sean P un n-sistema y D un A-sistema tales que P C D.
Probar que o(P) C D.

4. Sea (2,0(P)) un espacio medible donde P C P(Q) y sean v y u dos medidas
finitas definidas sobre (2, 0(P)) tales que (€2) = v(€2) y ambas coinciden sobre P.
Demuestre que si P es un 7-sistema entonces v y p coinciden sobre o (P).

3. Funciones de distribucion y medidas inducidas
1. Sean (€1, F1) v (€9, F») dos espacios medibles y sea P una probabilidad en (21, F7).
Dada una funciéon medible X : ; — € para A € F, definimos
Px(A) := P(X!(A)).
a) Demuestre que Py es una probabilidad en (€, F3).
b) Sea f: s — R una funciéon medible. Probar que
f Px-integrable <= f(X) P-integrable
y que en este caso vale la igualdad
fdPx = f(X)dP.
QQ Ql

2. Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y sea Y : 2 — R5( una variable aleatoria
con [,Y dP = 1. Definimos para A € F

= [ vor

a) Demostrar que py es una probabilidad en (€2, F).

b) Obtener para f py-integrable una expresion para [, f duy en términos de la
probabilidad P.



3. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria definida sobre
este espacio y g : R — R una funciéon medible Borel. Mostrar que

a) Si X es una variable aleatoria discreta y g(X) es P-integrable entonces

E(9(X)) = ) g(@)P(X =)

TERX

b) Si X es una variable aleatoria absolutamente continua con funcion de densidad
fx v g(X) es P-integrable entonces

Blo(X)) = [ gla)fx(o)do.
R

4. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sea X una variable aleatoria definida
sobre este espacio.

a) i. Probar que
X discreta <= Px < Ny,

donde N4, denota la medida de contar sobre Ax = {z € R: px(z) > 0},
el conjunto de atomos de X.
ii. Mostrar que si X es discreta entonces la funciéon de probabilidad puntual

px coincide con la derivada de Radon-Nikodym ﬁ.
X

b) i. Probar que
Fx absolutamente continua <= Px < L
donde £ denota la medida de Lebesgue sobre (R, B(R)).!
ii. Mostrar que si X es absolutamente continua entonces F% coincide con la

: - dP
derivada de Radon-Nikodym ©2 .2

5. Sea F': R — [0, 1] una funciéon de distribucion.

a) Probar que existe una medida de probabilidad sobre el espacio medible (R, B(R))
tal que bajo dicha probabilidad la funcién identidad es una variable aleatoria
con funciéon de distribuciéon acumulada F'.

b) Exhibir una variable aleatoria X definida sobre ([0, 1], B[0, 1], £|o,1) tal que su
funcion de distribuciéon acumulada sea F'.

c) Probar que si X; y X, son variables aleatorias no necesariamente definidas
en un mismo espacio de probabilidad y tales que su funcién de distribucion

acumulada coincide entonces Py, = Py,.?

6. Probar que existe una variable aleatoria con funcién de distribuciéon continua pero
que no admite densidad.

Sugerencia: Considerar la funcién de Cantor-Lebesgue.

!Una funciéon F : R — R se dice absolutamente continua si es asbsolutamente continua en todo
intervalo acotado [a, b] C R.

2Cuando X es una variable aleatoria absolutamente continua su derivada de Radon-Nikodym % es
denominada la funcion de densidad de X.

3En particular, esto muestra que para definir una distribucién basta con dar la funcién de distribucién
acumulada asociada.



