Practica 10 : Convergencia en distribucidn, funciones caracteristicas y TCL. PyE (M)-2°2012

1. Sean (Xp)neny v X v.a. discretas a valores en N U {0}. Entonces X, B X y s6lo si lim, o pn(k) = p(k) para
todo k € Np.

2. Sean X1,..., X, variables aleatorias i.i.d. X, ~ U[0, 1]. Sean

Y, =min(Xy,..., X,) Zn =méx(Xy, ..., X,)
U, =nY, V. =n(1-2,).

Probar que:

a) Y, 50, 2,51

b) U, 2 W, V,, BW donde W ~ &(1).
3. Sean (fin)nen SRy (0n)nen C R sucesiones tales que limy, 400 ftn, = p y limy, 4o 0y = 0.

a) Sip =00 o0sio=+o0, probar que X, no converge en distribucién.

b) Si p es finito y o > 0, probar que si X,, ~ N(u,,02) para cada n € N entonces X, 2y x ~ N(u,o?).

¢) Si p es finito y 0 = 0, jadénde converge X, en distribucién?

4. Sea (X, ),y una sucesién de variables aleatorias tal que X, Ly X~ N(0,1). Sea (Yy), ey otra sucesién dada por
Y, = —X,. Ver que Y, Pox~ N(0,1), y que sin embargo, X,, + Y, 2x + X ~ N(0,4).1

5. Para cada n € N sea Z,, una variable aleatoria discreta con probabilidad puntual dada por

i 1
P(Zn:Z>: parai=1,...,n.
n n

Hallar el limite en distribucién de la sucesién (Z,,)nen- ;Se trata de alguna distribucién conocida??

6. Sea (X, )nen una familia de variables aleatorias independientes con distribucién Bernoulli de pardmetro % Para

cada n € N definimos la variable aleatoria
n

X
Zn=> 2—:
k=1

a) Hallar el limite en distribucién de la sucesién (Z,)nen-
X
b) Hallar la distribucién de la variable aleatoria Z = Z 2—:
k=1
7. Hallar la funcién caracteristica de X cuando X tiene distribucién:

a) P(N)
b) Bi(n,p)
c) ()
d) U (a,b)
8. Probar usando funciones caracteristicas que si X e Y son independientes entonces

a) X ~P(M),Y ~P(A2) = X +Y ~P(A + Aa).

b) X ~ Bi(n,p),Y ~ Bi(m,p) = X +Y ~ Bi(n+ m,p).
)
)

¢) Hallar la funcién caracteristica de I'(n, \) para n € N, y de una x2.
d) Calcular para las variables anteriormente nombradas los primeros cuatro momentos, es decir, las FE (X k) con
k=1,...,4.

9. Probar que una v.a. X tiene distribucién simétrica respecto a 0 si y s6lo si ¢x (t) es real para todo ¢t € R.

n
10. Mostrar que si X1,...,X,, son independientes y simétricas respecto de 0, entonces ) a;X; también tiene distribu-
Jj=1
cién simétrica respecto de 0.

1La idea de este ejercicio es ver que no es cierto en general que Xy, Dy Xe Yn N Y, implique que X, + Y, D x + Y. La convergencia
en distribucién establece una condicién sélo sobre las funciones de distribucién de las variables involucradas, no hace referencia al espacio
muestral en el que pudieran estar definidas ni da informacién sobre la dependencia o independencia de las variables involucradas.

20bservar que una sucesién de variables aleatorias discretas puede converger en distribucién a una variable aleatoria continua.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a) Usando que

—+oo

(4

cos(at) dx = me~ Il
oo 142

hallar la funcién caracteristica de una v.a. Cauchy.

b) Sea X una v.a. con distribucién Cauchy,.verificar que ¢ox = ¢% con lo cual ¢x +y puede coincidir con ¢x - ¢y,
aunque X e Y no sean independientes.

S, Xi+--+X, .
¢) Hallar la distribucién de — = At A con X; i.i.d. Cauchy.
n n
Sea (X iables aleatorias ii.d. tales que P(X, = 1) = P(X, = —1) = } y definamos ¥, = 3> 2
a) Sea (X,)p>1 variables aleatorias i.i.d. tales que P(X, = 1) = P(X,, = —1) = 5 y definamos 7k2127'
Probar que V,, 5 Ul-1,1J.
. Lo - . sin(26)
Sugerencia: Usar el ejercicio 1 y la siguiente propiedad: cos(f) = — .
2sin(6)
b) Sea (W, iables aleatorias i.id. tales que P(W, = 1) = P(W, = 0) = L y defi Z, = 3.
) Sea (W,)n>1 variables aleatorias i.i.d. tales que P(W,, = 1) = P(W,, = 0) = 5 y definamos = kX::lZ—k

Hallar la distribucién limite de la sucesién Z,,. Notar que si se elige un niimero al azar w € (0,1) Z,, (w) resulta
el desarrollo binario (en base dos) de w hasta su n-ésimo digito decimal y Wy, es el k—ésimo digito binario.
Interpretar en estos términos la distribucién hallada.

Sean X1,...,X 00 v.a. i.i.d. con densidad:

2

fx(x) = sl ().

100
Calcular aproximadamente P (H X; > 675>.
i=1

Se arroja una moneda, si sale cara se tira 3 veces un dado, si sale ceca se tira 5 veces. Se repite el juego 30 veces.

Calcular aproximadamente la probabilidad de obtener mas de 22 ases.

Una fabrica tiene rollos de tela puestos en venta. Se sabe que los metros de tela de una tercera parte de ellos tienen
una distribucién ¢[10,30] y el ntimero de metros de tela de los rollos restantes tienen una distribucién 2[20, 30].
Una tienda comprd 30 rollos de tela.

a) Calcular la probabilidad de que un rollo elegido al azar contenga més de 20 metros de tela.

b) Calcular la probabilidad de que la tienda haya comprado por lo menos 650 metros de tela.

¢) Calcular cuédntos rollos deberfa comprar la tienda para que la probabilidad de adquirir por lo menos 800 metros

de tela sea 0.95.

En una tabaqueria, la demanda de cajas de habanos es P(2). Cada manana el duefio completa su stock de manera
de tener 2 cajas. Cada caja le deja una ganancia de $20. Cuando retina la suma de $1200 se va de vacaciones al Sur.
No trabaja los domingos y empieza a trabajar el dia 10 de noviembre.

a) Calcular la probabilidad de que pueda irse de vacaciones el dia 22 de diciembre por la manana.

b) Calcular una fecha fy tal que la probabilidad que pueda partir en fy sea aproximadamente 0,95.

Sean (X,)n>1 v.a. tales que v/n(X, — u) A N(0,02%) y sea g : R — R tal que g es derivable, ¢’ es continua en p,
g'(n) # 0.

a) Probar que X,, P, p.
b) Mostrar que
Vilg(Xa) = g(w)] 5 N(0, o*g1()]?)
Sugerencia: Usar el desarrollo de Taylor de la funcién g del orden adecuado.

¢) ;Cudl serd la distribucién de n[g(X,) — g(u)] cuando n — oo si ¢’(p) = 0 pero g”(u) # 07
Sugerencia: Usar el desarrollo de Taylor de la funcién g del orden adecuado.

Sean (X,,)p>1 v.a. iid., X, ~U[0,6], § > 0. Probar que

Vn[In(2X,,) — In(6)] = N(0,

donde X,, =

S|
-
>



19. Sean (X,,)n>1 v.a. ii.d. tales que F(X;) = 0, B(X}) = 2 y E(X{) < co. Hallar el limite en distribucién de las
siguientes variables aleatorias, aclarando las herramientas tedricas utilizadas en cada caso.

=1

20. Sean (X,)p>1 v.a. iid. X, ~ P(A). Hallar la distribucién limite de \/H(YZ —\?).



