ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE 2012

PRACTICA 0: CONJUNTOS Y REPASO DE LA INTEGRAL DE RIEMANN

Ejercicio 1. Sea f : E — F' una funcién. Sean (X;)icr y (Y;)jes dos familias de subcon-
juntos de E y F respectivamente. Probar que

(a) F(UXy) = LGJIf(Xi)

el

(b) f(NX:) € NFIX)

iel iel
(c) Si f es inyectiva, entonces f((X;) = () f(X;)
iel iel

(@) f7HNY) = NFHY)

jedJ jedJ
() SN (UY) = U (v)
jeJ jeJ

Ejercicio 2. Dada una sucesién (E),),en de subconjuntos de E, se define:

hnni) iolgf E, = U ﬂ Ej  (limite inferior)
neNk>n

limsup E,, = ﬂ U Ej (limite superior)
n=eo neNk>n

Probar que

(a) E—liminf E, = limsup (F — E,)

n—0o0

(b) E —limsup E,, = liminf (E — E,)

n—oo n—oo

(¢) liminf E,, C limsup E,

n—oo n—o0

Si liminf E,, = lim sup E,,, entonces se dice que existe el limite de la sucesion (E,)pen ¥ a

n—oo n—00
este conjunto se lo denota por lim F,,. Probar que
n—oo
(d) Si Eny1 € E, Vn €N, entonces lim E, = (] E,

() SSE,CEpt1VneN lim E, = | E,

(f) Dada una sucesién (E),)nen de subconjuntos de un conjunto E se define

D=9
Dpy1=D,ANE, YneN

Probar que existe lim D, siy sélo si lim E,, = &.
n—oo n—oo
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Ejercicio 3. Sea X un conjunto. Para cada subconjunto A C X se define x4 : X — {0,1}
por

XA(:C):{ 1 ze A

0 z¢ A
(a) AC B xa(z) <xplz)VeeX

(b) xanB(z) = xa(z).xB(z) VoeX

(c) xauB(@) = xa(z) + xB(x) — Xanp(z) Vo€ X

Ejercicio 4. Sea (E,)nen una sucesién de subconjuntos de X y f: X — Y una funcién.
Probar que

(a) f(liminf E,,) C liminf f(E,)

n—oo n—oo

(b) f(limsup Ey,) C limsup f(Ey)

n—oo n—oo

(c) f(h'ni)inf E,) Climsup f(E,)

n—oo

(d) Si f es inyectiva, en (a) y (b) vale la igualdad.

Ejercicio 5. Repaso de la integral de Riemann Sea f : [a,b] — R una funcién
acotada. Para cada particién 7 :a = 29 < 1 < 22 < ... < z,, = b de [a, b] consideramos
las sumas inferior y superior de Riemann, definidas respectivamente por:

n—1 n—1
sx(f) =Y miwir —xi)  Se(f) =Y My(wip1 — ;)
i=0 1=0

donde
mi= if f@@) Mi= sup f(x)
Ie[xivwi+1] I‘E[a)i,aji+1]
Consideramos los nimeros:
I = sup{s;(f) : m particién de [a,b]} (integral inferior)

S = inf{S:(f) : m particién de [a,b]} (integral superior)

Finalmente, decimos que f es integrable Riemann en [a,b] si I = S, y en ese caso definimos

b
/ f(x) dz (segin Riemann) =1 = S

Probar las siguientes afirmaciones:



vi)

Una funcién es integrable Riemann en [a,b] si y s6lo si para cada £ > 0 es posible
encontrar una particién « de [a, b] tal que S(m, ) —s(m, f) = Z?;ol wi(Tit1—x;) < g,

siendo w; = M; — m; la oscilacién de f en el intervalo [z;, zit1].
Toda funcién mondtona es integrable Riemann.
Toda funcién continua en [a, b] es integrable Riemann.

Xo (funcién de Dirichlet) no es integrable Riemann.

Si fn : [a,b] — R es una sucesién de funciones integrables Riemann en [a,b] y f, — f
uniformemente en [a, b], entonces f es integrable Riemann en [a, b], y se verifica que:

10y o0 [0 fu(z) dz (R) = [ f(2) dz (R)

Dar un ejemplo de una sucesién de funciones f,, integrables Riemann en [a, b] tales
que f, esté uniformemente acotada en [a,b] y converja puntualmente en [a, b] a una
funcién f que no sea integrable Riemann en [a, b].



