ANALISIS NUMERICO — Practica 2

Segundo Cuatrimestre de 2012

Ejercicio 1 Sea a una constante positiva.
1. Resuelva la ecuacién U; + aU, = 0, en toda la recta, con dato inicial u(z,0) = ug(z).
2. Proceda andlogamente con U; — aU, = 0.

3. Reemplace e/***+%) en ambas ecuaciones y halle w en cada caso. Concluya que ningin
modo es amortiguado y que en un lapso At su fase cambia en —akAt.

Ejercicio 2 Considerar la ecuacion Uy +aU, = 0. Decidir para qué valores de los parametros
de discretizacién en x y en t son estables los métodos explicito e implicito de primer orden
en x y en t, discretizando la derivada espacial corriente arriba (up-wind).

Ejercicio 3 Verifique que el esquema explicito con up-wind para la ecuacion
Uy+U, =0

puede escribirse como:

ntl _ g m no_n o oun 4o
U U + Y1 — Y Az ujiy —2uj +uj
At 2Azx 2 Ax?
observe que esta expresiéon da un esquema centrado en x para
Ax

Concluya que el método up-wind puede interpretarse como un esquema centrado en x para
la ecuacién de transporte al cual se le agrega ”difusién artificial”. Compare el orden del
esquema up-wind con la de este dltimo. Encuentra alguna contradiccién?

Ejercicio 4 Demostrar el siguiente resultado. Si ¢(z) ~ ¢z + cox? + c32®

entonces

... para x =~ 0

1
arctg(q(z)) = c1z + cox® + (c3 — 50?)903...

six ~ 0.

Ejercicio 5 Analice los modos de Fourier cuando se utiliza up-wind. Estudie los errores del
factor de amortiguamiento A(k) y de fase para el k-ésimo modo. Resuelva numéricamente el
problema U; + U, =0, U(0,t) =0, U(x,0) = Uy. Para,

a) Up = xp2 19(x), D) Uo = xqo,11(2)  ¢) Uo = xpo, () sin(2m2)  d) Up = e~ 10017,

Grafique la soluciéon numérica vs. la exacta para distintos valores de tiempo y compare
con los resultados obtenidos. Analice los casos v =1, v =0,5, v < 0,5y v > 0,5.



Ejercicio 6 Considere a > 0 constante. Se define el método de Lax-Wendroff

At

1 1
uj = 5‘”’(1 +av)ui_y + (1 — v )uff — 5‘“’(1 —av)uji, V=2

para aproximar las soluciones de
Ut + CLUI =0

Halle el error de truncado. Analice la estabilidad por el método de Fourier y realice un
andlisis similar al del ejercicio anterior con los modos de Fourier. Resuelva numéricamente
los mismos problemas alli propuestos con este esquema y para distintos valores de v y Azx.
Compare. ;Qué observa en cada caso?

Ejercicio 7 Considere la ecuacién diferencial
Ut + G,Ug; =0
realize un estudio similar al de los ejercicios 7?7 y 77, para el esquema (Box Scheme)

1 1 1 1
L™ — ) + (s — uf) +a1(“?11 —ui ) + (uyy —up) =0

2 At 2 Az

Piense cémo “despejar” el término de la capa n+1. Puede intuir el despeje correcto utilizando
la condicién CFL. Estudie qué tipo de condiciones de contorno necesita el esquema.

Ejercicio 8 Para la ecuacion Uy 4+ U, = 0 , se propone el esquema

oy u —u'
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con0<a<l1
1. Hallar el error de truncado. Para que valores de « se tiene el mayor orden?

2. Analice que restricciéon debe imponerse sobre v = % para que se satisfaga la condiciéon
CFL. Hay algun « para el cual la condicion CFL no se cumple independientemente de
la eleccién de v?

3. Analice la estabilidad de los métodos correspondientes a a =0y o = %

Ejercicio 9 Analizar la estabilidad de la ecuacién en diferencias obtenida discretizando por
diferencias centradas la parte espacial y con un método explicito de primer orden en ¢ la
ecuacion diferencial:

Ui 4+ aU, = bU,, a>0,b>0

. Coinciden los resultados con los que corresponden a los casos limite a = 0 (problema sin
conveccién) y b= 0 (problema sin difusién)?

Ejercicio 10 i) Probar que las soluciones de la ecuacién
U+ fU),=0 x € [a, b

satisfacen:

%/ab Udx = f(U(t,a)) — f(U(t,b))



ii) Probar que la discretizacién

wtt o f(ul) = f(uf )

+ =0
k h
satisface una relaciéon andloga.
iii) Analizar qué ocurre con la discretizacion:
n+1 n n n
U Uy reomy Wi T Ui
+ fl(u =0
)
., Qué error de truncado poseen estos esquemas?
Ejercicio 11 Considerar la ecuacién
U+ fU)e =0 (1)

y verifique que para U y f suficientemente regular

(At

U(thrl,SCj) = U(tnaxj) - Atf(U)z(tnaxj) + —(f/(U)f(U)x)z(tn’xJ) + O(Atg)

deduzca de aqui el esquema de Lax-Wendroff para la ley de conservacién (77)

upth =l — %V{(l — afp1yoV)(F(ufn) = F(f)) + (L4 af_y or)(f(uf) = f(uf_1))}

donde alf, | », = f’(u?H/Q), aj_y g = f’(uyflﬂ). Observe que si f/ = cte se obtiene el esquema
del ejercicio ?77?).

Ejercicio 12 Considerar la ecuacién en derivadas parciales de primer orden (caso particular
2

de (77) con f(u) = %):
U;+UU, =0 rz€R, t>0

con dato inicial
U(z,0) = Up(x)
1. Verifique que la solucién queda definida implicitamente por U = Uy(z — Ut).

2. Las curvas caracteristicas son de la forma (x(t),t) con z(t) = zo + tUp(xo).

3. Demuestre que U, = Lk L y ¥ por ende si para algin xo es Uj(zo) < 0 entonces

T+tU}(z—Ut
existe un tiempo critico ¢, en el cual deja de existir U,. Haga la misma cuenta para Uy.

Ejercicio 13 Resolver numéricamente el problema del ejercicio previo.

T

e

1. Utilizar como dato inicial Up(x) = S
e

Resolver utilizando el método explicito de primer orden en ¢:

ul o —
u;-”rl =y — At ul o S
2Ax

I Necesita una condicién de contorno a la derecha? Utilice Az = 0.1. Pruebe con
valores de At = 0.2, y At = 0.05. ;Qué observa?



e*l‘

2. Repetir el anélisis para Up(x) = =
e

3. Para el problema del item ii) utilizar el esquema explicito con ”up-wind”:

n n
ult — u
ul = — At [ L
Az

Utilizar Az = 0.1, y At = 0.1, At = 0.01, y At = 0.001 Analizar los resultados.

Ejercicio 14 Dada la ecuacién U; + aU, = 0 con a € Ry U(x,0) = Up(x) se propone el
esquema a tres capas dado por:
+1 -1
A e
2AtL 2Ax

1. Analice que restriccién debe imponerse para que se satisfaga la condicion CFL.

2. ;Cémo aproximaria el valor de la solucién a tiempo At? ;Qué condicién de borde
impondria para resolver el problema numéricamente?

3. Considere a > 0 y demuestre que si ﬁ; <1 - el método resulta estable.

4. Estudie el factor de amortiguamiento y cambio de fase en funcién de los modos de
Fourier.

Ejercicio 15 Considere las siguientes discretizaciones de la ecuacién de ondas (para este
caso r = (ﬁ—;)Q)
Utt = Ugy

n+l n n—1 _ n o _ n n
u; 2uf +ui = (e — 2uf +uj )

Wt =2 = S =2 )+ ] -2 ]

estudie consistencia y estabilidad de ambos esquemas.
Ejercicio 16 La funcién u satisface la ecuacién:
Uy = Ugys T € [0, 1]

con condiciones de contorno U(0,t) = U(1,t) =0, t > 0 y condiciones iniciales
1.
U(z,0) = 3 sin(rx), Uy(x,0) =0

Usar la representacién usual de las derivadas segundas, y una aproximacion por diferen-
cias centradas para la condicién inicial sobre la derivada, para calcular numéricamente una
solucién para t = 0.5,t =1, con Az = 0.1, At =0.1.

Hallar la solucién analitica, y calcular el error de la solucién numérica.



Ejercicio 17 i) Escribir la ecuacién de onda Uy = U,, como un sistema de dos ecuaciones
en derivadas parciales de primer orden (defina P =U, y Q = Uy) .
ii) Discretizar las ecuaciones obtenidas segun:

1 1 1
——Piv1,j — Pi-1,j) = — (@i j+1 — 5 (Gi+1,5 + 2i-1,5))
2A\x VAN 2

1 1 1
E(Qi—f—l,j —gi—1j) = E(pi,j-i—l — §(Pi+1,j +pi-1,j))

At
Probar que esta discretizacién es estable para — < 1.

Az



