Analisis estocastico
Ejercicios 111

Girsanov—Principio de reflexién—Procesos de saltos
Entrega: 20 de diciembre, 2012.

1. (a) Utilizar la férmula para soluciones de ecuaciones lineales estocdsticas
probada en clase para expresar la funcién de transicion

p(zo,t,y) = P (X, € dy)
de un proceso de Ornstein Uhlenbeck
dXt = dﬁt — KJXt dt, X() =Xy,

con kK > 0 un parametro, a tiempo ¢, como
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(b) Aplicando Girsanov, deducir la expresién
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donde cosh(-) denota el coseno hiperbdlico, y 5. es un movimiento Brow-

niano estandar, 5y = 0.

2. Sea X; = (X}, X?),t > 0, un movimiento Browniano 2-dimensional, con
posicién inicial Xy = (0,1). Se define el stopping time

T=inf{t>0: X, € R x {0}}.

Hallar la distribucién de X (7) = (X*(T),0).
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donde W', W2, W32 son tres movimientos Brownianos independientes en R,

Wl = W2 =W = 0. Probar que la distribucién de T'; es invariante bajo la
conjugacion por matrices ortogonales.

3. Sea

4. (Continuacién de 3.) Encontrar el sistema de ecuaciones diferenciales es-
tocasticas satisfechas por los autovalores de I';.



5. Sea X;, t > 0, un proceso puro de saltos con nicleo de Markov
K(I,dy) RxR — RZ()’
y consideremos las medidas asociadas

pldt,de) = "0y, ax,, (dt dr),  AX, =X, — X, _,

n>1

v(dt,dr) = K(X;_,dx)dt.

Sea M, := f[o,t]ny (u — V)(ds, dy), que segin la versién de la férmula de 1t6
para procesos puntuales probada en clase es una martingala local. Usando
esta misma descomposicién, mostrar que Z; dada por

Zy = exp [)\Mt — /t¢(X5, A) ds] ,
0

donde
o) = / (M — 1 Ay)K (. dy).
R

es una martingala local.



