
Análisis estocástico

Ejercicios – 3/9/2012

1. Encontrar un espacio de probabilidad (Ω,Σ,P) que contenga una sucesión
ξi, i ≥ 1, de variables normales estándar (es decir, N(0, 1)) independientes.

2. Sea {Bt, t ≥ 0} un movimiento Browniano estándar, y consideremos tiempos
0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn.

(a) Probar que el vector aleatorio n-dimensional tiene distribución normal.

(b) Identificar la matriz de covarianza Γ de (Bt1 , . . . , Btn), y escribir la pro
babilidad P(A) de un conjunto medible A ⊆ Rn como una integral.

3. Sea {Bt, t ≥ 0} un movimiento Browniano estándar y U ∼ U [0, 1] una variable
independiente. Probar que el proceso

B̂t =

{
Bt if t 6= U ,

0 if t = U ,

tiene las mismas distribuciones marginales que el movimiento Browniano, pero
es discontinuo excepto cuando BU = 0, y por lo tanto B̂ no es un movimiento
Browniano.

4. Mostrar que, en forma casi segura, en todo punto de su trayectoria, el movimiento
Browniano no es Hölder α para α > 1/2.

5. Sea (Ω,F , µ) un espacio de probabilidad, Σ ⊂ F una sub-sigma álgebra de
F . Entonces la aplicación f −→ E[f |Σ] es una proyección. Espećıficamente,
si consideramos el espacio de Hilbert H = L2[Ω,F , µ] de todas las funciones
F medibles con el producto interno

< f, g >µ=

∫
fg dµ ,

entonces H0 = L2[Ω,Σ, µ] ⊂ H y f −→ E[f |Σ] es la proyección ortogonal de
H en H0. Probarlo.

6. (a) Sea P = P1 × P2 una medida producto en (Ω,F) = (Ω1 × Ω2,F1 × F2),
y consideremos la sub-σ álgebra Σ = {A× Ω2 : A ∈ F1}. Probar que si
f(ω) = f(ω1, ω2) ∈ L1[Ω], entonces E[f |Σ] = g(ω), donde g(ω) = g(ω1)
está dada por

g(ω1) =

∫
Ω2

f(ω1, ω2) dP2 .
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(b) En las condiciones del ı́tem anterior, sea P absolutamente continua con
respecto a la medida producto P1×P2: P = φ(ω1, ω2) dP1×dP2. Conside-
remos la densidad de la distribución marginal de la primera coordenada
con respecto a P1, ψ(ω1) =

∫
Ω2
φ(ω1, ω2) dP2. Probar que para cualquier

función f ∈ L1[Ω] vale que

E[f |Σ] =

∫
Ω2
f(ω1, ω2)φ(ω1, ω2) dP2

ψ(ω1)
.

(Sugerencia: teoremas de Tonelli y Fubini)

7. (a) Probar que si la sucesión de variables aleatorias {Xn}n≥1 es uniforme-
mente integrable entonces es débilmente compacta en L1(Ω). Es decir, e-
xiste una subsucesión {Xnj

}j≥1 y una v.a. X ∈ L1(Ω) tales que∫
Xnj

Y dP =

∫
XY dP

para toda Y ∈ L∞(Ω).

(b) Concluir que si {Xn}n≥1 es una martingala uniformemente integrable
entonces existe X ∈ L1(Ω) tal que Xn → X in L1(Ω).

8. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, {Fn}n≥0 una filtración de F .

(a) Probar que τ(ω) ≡ k es un stopping time, para cualquier k ∈ N ∪ {0}.
(b) Probar que si τ1 y τ2 son stopping times, entonces max{τ1, τ2} y min{τ1, τ2}

también lo son. En particular cualquier stopping time τ es el ĺımite cre-
ciente de los stopping times acotados τn(ω) = min{τ(ω), n}.

9. Sean τ1 ≤ τ2 dos stopping times en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) pro-
visto de una filtración {Fn}n≥0. Probar la inclusión de σ–álgebras Fτ1 ⊆ Fτ2 .

10. Consideremos un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) provisto de una filtración
{Fn}n≥0, τ un stopping time. Probar que τ es Fτ medible.
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