6.

Analisis estocastico
Ejercicios — 3/9/2012

. Encontrar un espacio de probabilidad (€2,3,P) que contenga una sucesién

&i,i > 1, de variables normales estdndar (es decir, N(0,1)) independientes.

Sea {B;, t > 0} un movimiento Browniano estdndar, y consideremos tiempos
0<t; <ta <+ <ty

(a) Probar que el vector aleatorio n-dimensional tiene distribuciéon normal.

(b) Identificar la matriz de covarianza I de (By,, ..., By, ), y escribir la pro
babilidad P(A) de un conjunto medible A C R" como una integral.

Sea {B;, t > 0} un movimiento Browniano estandar y U ~ U|0, 1] una variable
independiente. Probar que el proceso

. B, ift#U,

Bt - .
0 ift=U,

tiene las mismas distribuciones marginales que el movimiento Browniano, pero

es discontinuo excepto cuando By = 0, y por lo tanto B no es un movimiento

Browniano.

Mostrar que, en forma casi segura, en todo punto de su trayectoria, el movimiento
Browniano no es Holder a para a > 1/2.

Sea (€2, F, ) un espacio de probabilidad, ¥ C F una sub-sigma algebra de
F. Entonces la aplicacién f — E[f|¥] es una proyeccién. Especificamente,
si consideramos el espacio de Hilbert H = Lo[Q2, F, u] de todas las funciones
F medibles con el producto interno

</fy9 >u=/fg dp

entonces Hy = Lo[Q2, X, u] € Hy f — E[f|X] es la proyeccién ortogonal de
H en H,. Probarlo.

(a) Sea P =Py x Py una medida producto en (2, F) = (3 X Qq, F1 X Fy),
y consideremos la sub-o algebra ¥ = {A x Qy : A € F}. Probar que si
f(w) = flwr,ws) € LYQ], entonces E[f]X] = g(w), donde g(w) = g(w)
esta dada por

g(wr) = J(wi,ws) dPsy .
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(b) En las condiciones del item anterior, sea P absolutamente continua con
respecto a la medida producto P; x Py: P = ¢(wy, ws) dPP; x dPy. Conside-
remos la densidad de la distribucio'n marginal de la primera coordenada
con respecto a Py, ¥ fQ (w1, ws) dPy. Probar que para cualquier
funcién f € L'Q)] vale que

fQQ w1,w2 (W17W2) dPy

E[fIX] = o)

(Sugerencia: teoremas de Tonelli y Fubini)

(a) Probar que si la sucesion de variables aleatorias {X,,},>1 es uniforme-
mente integrable entonces es débilmente compacta en L!'(Q). Es decir, e-
xiste una subsucesién {X,, };>1 y una v.a. X € L'(Q) tales que

/anYd]P’—/XYd]P’
para toda Y € L>(9).

(b) Concluir que si {X,},>1 es una martingala uniformemente integrable
entonces existe X € L'(Q) tal que X,, — X in L'().

Sea (§2, F,P) un espacio de probabilidad, {F,},>0 una filtracién de F.

(a) Probar que 7(w) = k es un stopping time, para cualquier £ € NU {0}.

(b) Probar que si 7 y 72 son stopping times, entonces max{, 7} y min{r, 7}
también lo son. En particular cualquier stopping time 7 es el limite cre-
ciente de los stopping times acotados 7,,(w) = min{r(w), n}.

Sean 11 < 7» dos stopping times en un espacio de probabilidad (2, F,P) pro-
visto de una filtracién {F,},>0. Probar la inclusién de o-algebras F,, C F,.

Consideremos un espacio de probabilidad (€2, F,P) provisto de una filtracién
{Fn}n>0, T un stopping time. Probar que 7 es F, medible.



