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ANALISIS COMPLEJO

Practica N°3.

1. Estudiar la convergencia de la serie cuyo término general es el siguiente:

(a) a, = 27:;11a (c) an = 73+5’ (e) an = sen(#).
(b) CLnIQnQﬁ, (d> an:log (1_'_%)’

2. Hallar el radio de convergencia de las siguientes series de potencia:

(a) >0y mzn’ (c) >ooii(3)" =", (€) >ooiiaw?™
(b) Sooo W2 an, (d) 3200, 47 zm, (f) oo, 2am,

3. Criterio de Weierstrass. Sea X un espacio métrico y para cada n € N sea u,, : X — C
una funcién tal que |u,(z)| < M, para todo x € X. Demostrar que

oo o0
E M,, converge — E up, () converge uniformemente en X.
n=1 n=1

4. Sean (an)n>1 ¥ (2n)n>1 sucesiones de nimeros complejos. Demostrar los siguientes criterios

(a) Criterio por partes. Supongamos que (a,z,) converge. Luego Y > (an, — any1)2,
converge si y solo si Y, an(2z, — z,-1) converge.

(b) Criterio de Dedekind. Silima, =0, >~ (a, — a,11) converge absolutamente y las

sumas parciales de ) | z, estdn acotadas (es decir, existe M tal que ‘ 22:1 zn| <M

para todo k) entonces > 7 | a,z, converge.

(c) Criterio de De Bois-Reymond. Si > (a, — a,41) converge absolutamente y

o o0
> 0| %y converge, entonces » | an%, CONVEIrge.
(d) Criterio de Dirichlet. Supongamos que (a,) una sucesién decreciente de nimeros

reales positivos tal que lima, = 0. Luego si las sumas parciales de Y~ z, estdn

acotadas, entonces la serie Y~ | a,z, converge.

5. Hallar el radio de convergencia de las siguientes series y estudiar el comportamiento en el
borde del disco de convergencia:

(e) >onts n\/imz”, (G) D02 senn 2",
o0 " on o0 n oo  (=1)" _n(n
(d anl gn 9 (g> Zn:l 1+(11+Z)”Z 9 (k Zn*l ( n2) ( +1)



10.

11.

12.

Hallar los valores de z para los cuales las siguientes series resultan convergentes:

00 PAwALY 00 n222n 00 einz
() X0y sy (d) oL, (8) Yoniy S5
() Yooy () Yo, 2, (h) o= ()"
(€) >ni (7;1‘);;’ () >0m %‘Zv (1) >nm %(1: )nv af < 1.

N}
i}

Ql

z

Probar que los conjuntos de convergencia de las series > >, a,2" y 0| Gmyn2" son iguales.

Probar que si el radio de convergencia de ) a,2™ es p > 0, entonces el de Y~ a,n"z

es también p para todo k € N.

Hallar los términos de orden < 3 en el desarrollo en serie de potencias de las funciones:

(a) e*sen z, (c) £=1 () -1,

(b) sen zcos z, (d) €=gosz (f) senz

cosz’

1

Para n € N, hallar el desarrollo en serie de potencias de la funcion f,(z) = T

Sugerencia: f, = ((;2?)_!1 1(n_1)

Sea f(z) = ), a,2" una serie de potencias con radio de convergencia p > 0. Se dice que
f(2) es par (impar) si a, = 0 para todo n impar (par). Mostrar que

e f esparsii f(—z) = f(z) para todo z con |z| < p,

e f esimpar sii f(—z) = —f(z) para todo z con |z| < p.

La sucesion de Fibonacci se define recursivamente por fo =0, f1 =1y f, = fo_1+ fn_2 para
n > 2.

(a) Probar que F'(z) = > " fn2" converge en un entorno del origen, y la funcién F(z) es
una funcién racional. Hallar una férmula explicita para F'(z).

(b) Descomponiendo F'(z) en fracciones simples y usando la suma de la serie geométrica,
obtener un nuevo desarrollo de F'(z) en serie de potencias.

(¢) Comparar ambos desarrollos y obtener una férmula cerrada para el n-ésimo término de
la sucesién de Fibonacci.

Funcién logartimo y raices n-ésimas

13.

Si Q C C* es abierto, llamamos rama del logaritmo de z en ) a toda funciéon continua

g:Q — C tal que e9%) = z para todo z € .

(a) Demostrar que toda rama del logaritmo es inyectiva y holomorfa en (.

(b) Sean gy, g2 dos ramas de logaritmo en 2. Demostrar que si {2 es conexo y existe zg € 2
tal que g1(20) = g2(20), entonces ¢;(z) = go(2)Vz € Q.

(c) Demostrar que si existe una rama del logaritmo en 2, entonces St € Q.



14. Sean ¢ : Q — C una rama del logaritmo, b € C, a € Q. Definimos a® = e*9(®).

(a) Verificar que si b € Z, a® no depende de la eleccién de g y coincide con a - - - a.

(b) Calcular todos los valores que pueden tomar i, (—1)5 y 17 al considerar todas las
posibles elecciones del logaritmo.

(c) Fijando una rama del logaritmo, mostrar que las funciones hy : Q@ — C, hy(z) = 2 y
hy : C — C, hs(z) = a® son funciones holomorfas.

(d) Sean z € Q, a,b € C tales que 2% € Q. ;Qué relacién hay entre 27+ y 29207 ; Qué relacién
hay entre 2% y (2%)°? ;Y si se sabe que b € Z?

15. Sea log la rama principal del logaritmo definida en C\ R<y. Probar que para todo ¢t € R,

1 1—1
arctan(t) = 5 log ( o t).
i i

16. Sean € N. Si Q2 C C* es abierto, llamamos rama de la raiz n-ésima de z en €2 a toda funcion
continua g :  — C tal que ¢g(z)" = z para todo z € Q. En tal caso, notaremos {/z a g(z).
(a) Probar que si Q = C\ Ry, hay exactamente dos ramas de 1/z en 2. Definirlas.
(b) Probar que toda rama de /2 es holomorfa.
(¢) Si € esconexoy f es unarama de y/z en Q, entonces f y —f son todas las ramas.
17. Sea Q = C\ R. Sea g(z) una rama del logaritmo definida en Q y sea /2 la rama de la
funcién raiz ctibica definida en  por /z = e9)/3,
(a) Demostrar que para toda rama g, J/z pertenece a ) para todo z en Q.
(b) Hallar todas las ramas g para las cuales g(+/z) = 39(z) para todo z en €.
(¢) Probar que si se cambia € por C\ R>, aumenta la cantidad de ramas que satisfacen el

item (b).

18. Sea f : @ — C holomorfa tal que para todo n existe g, : £ — C holomorfa tal que
f(2) = gn(2)". Demostrar que existe g : Q — C holomorfa tal que f(z) = (),



