ANALISIS ARMONICO - 2do. Cuatrimestre, 2012
Practica 1 - Series de Fourier

Ejercicio 1. Calcular la serie de Fourier de f(x) = X(_p,p), =7 <z <7, donde 0 < h < 7.

Ejercicio 2. Mostrar que si f,g € L2(T), f(z) ~ >_ cxe™®, g(x) ~ 3 de?™™ entonces
1 4 :

o f(t)g(x —t)dt ~ Z crdye*®,
Ejercicio 3. Probar que si f ~ Soepett® € L2(T) y g ~ . dpe™™ € L%(T), entonces h = fg € L'(T)
y si h ~ Y C,e™* entonces

k=-+oco

Cn = Z den—k
k=—o00

v la serie de la derecha converge absolutamente.

Ejercicio 4. Probar quesi f ~ 3 e € LPy g ~ Y dpe™ € LY’ donde 1 < p < 00,1/p+1/p/ =1,
entonces h = fg € L' y sus coeficientes de Fourier son

k=+o00 M
Cn = (C * d)n = E denfk = lim E denfk
M—+00
k=—o0 k=—M

donde a diferencia del ejercicio anterior la serie no necesariamente converge absolutamente y hay que
considerar los limites de las sumas parciales simétricas.

Ejercicio 5. Probar que si f es continua en [—m, 7| y f(n) = 0 para todo n, entonces f = 0.

Ejercicio 6. Probar que si f es periédica y absolutamente continua, y f ~ 3 ¢e'®

+oo
f~ Z (k).

Generalizar este resultado para maés derivadas.

, entonces

Ejercicio 7. Probar que si f es periédica, f ~ > ce*, y si F es una primitiva de f, entonces F — c,x
es periddica y
Ck ikx
F(zx) — cox ~ C —e'
(z) —co o+ Z ik
k0
donde Cy depende de la eleccion de la constante de integracion de F.

Ejercicio 8. Sea f es periédica y absolutamente continua tal que su derivada estd en L. Probar que
entonces su serie de Fourier converge absolutamente.

Ejercicio 9. Convergencia = convergencia Cesaro = convergencia Abel

= Probar que si una serie ij’:l ¢, de nimeros complejos converge a un limite finito s, entonces
la serie converge en sentido Cesaro a s.

= Dar un ejemplo de una serie convergente en el sentido Cesaro que no sea convergente.

» Probar que si ) 2, ¢, converge en el sentido Cesaro a o, entonces converge en el sentido de
Abel a 0. (Sugerencia: notar que basta suponer o = 0 y ver que Y. c,7" = (1 — )2 no,r",
donde o, = W)

= Dar un ejemplo de una serie convergente en el sentido de Abel que no sea convergente en el

sentido Cesaro.
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Ejercicio 10. (Tauber)

» Probar que si ) ¢, converge en el sentido de Cesaro a 0 y ¢, = o(1/n) (es decir, nc, — 0),
entonces Y ¢, converge a o. (Sugerencia: S, — o, = [(n — 1)¢, + -+ + ¢2]/n).

= El item anterior sigue valiendo si se reemplaza la condicién de convergencia Cesaro por conver-
gencia Abel. (Sugerencia: estimar la diferencia entre ZnN:1 cny Zf:[:l cpr™ conr =1—1/N).

Ejercicio 11. FEuxistencia de funciones continuas tales que la serie de Fourier no converge en todo
punto (requiere conocimientos de andlisis funcional)

» Probar que ["_|Dy(z)|dz — oo para n — oo (Sugerencia: considerar intervalos de longitud

73(23111) alrededor de los puntos en los que 2%z = (k + J)m para k = 0,1,...,n).
= Deducir que D,, no puede converger débilmente en el espacio de funciones continuas.

» Concluir que existe f continua para la cual no existe lim, o [* Dy (2)f(z) dz.

Ejercicio 12. El dlgebra A(T). Sea T = [, 7], y sea fi, € I}(Z), entonces F = f ~ 3 fre?*® es
una serie de Fourier absolutamente convergente y el espacio de tales series lo llamamos A(T). Por
definicién, la norma de F' € A(T) viene dada por [|F'[| 5 = [[f]|1-

» Si F,G € A(T) y ademés f,, gn € [*(Z) son los coeficientes de Fourier de F'y G respectivamente,
probar que entonces, f * g es la sucesién de coeficientes de Fourier de FG € A(T).

» Probar que A(T) es un dlgebra conmutativa con las operaciones de suma y producto ordinarias
de funciones. La funcién yr es la unidad (del producto) y para todas F,G € A(T) vale que

IFG acry < IF] aery 1G] acy-

Ejercicio 13. La desigualdad isoperimétrica

El objetivo de este ejercicio es probar que entre todas las curvas cerradas simples del plano, el circulo
es la que encierra mayor area. Supongamos entonces que tenemos una curva dada por z(t) : [0,27] — C
tal que z(0) = z(27) y que es biyectiva en [0,27), y supongamos por simplicidad que tiene derivada
continua.

» Supongamos que la curva estd parametrizada por longitud de arco (|2/(t)| = 1 para todo t) y
que tiene longitud 27. Sabiendo que el drea encerrada por la curva estd dada por

L s a
2 ), V7
probar que vale la igualdad
A=m>"nls(n)f
n#0

= Probar que para la longitud de la curva vale la igualdad
L=2r= 2772n2|73(n)|2
n#0
» Deducir que m — A > 0 y la igualdad vale inicamente para el circulo de radio |2(1)].
= Deducir la siguiente versién de la desigualdad isoperimétrica: si z es una curva cerrada simple

de longitud L que encierra area A y tiene derivada continua, entonces 47A < L? y la igualdad
vale si y sélo si z(t) es un circulo.

ADICIONALES

Ejercicio 14. Cdlculo de ¢(2k) = > o7, n%k via los polinomios de Bernoulli
Los polinomios de Bernoulli ¢, (z),0 < x < 27 se definen recursivamente por las relaciones

1
wo(x) =1, @, (x) =npn_1(x), / ¢on(z) =0 paran >0
0
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» Notar que paran > 1, ¢,(0) = ¢, (1) y por lo tanto si llamamos 1), a la extensién peridica de
©n, las ¥, son funciones continuas (m4s aun, Lipschitz).

= Calcular v y su serie de Fourier.

= Calcular la serie de Fourier de 9.

» Probar que si definimos by, = ¢(0), entonces by, = 0 para todo k impar, k # 1.

» Usando la expresion de by para k par, deducir que (2k) son multiplos racionales de una potencia
de 2.

Ejercicio 15. La formula de Wallis para 7/2

» Calcular la serie de Fourier de f(x) = cos \x, —7 < z < 7, donde A es un nimero real no entero.
» Probar que para z = 7w y || < 1, valen las férmulas

sin T\ A2 ) A2
log< - )zngllog(l—nQ>, sm7T/\:7r)\H<1—n2)

n=1

(Sugerencia: arreglar un poco la serie de Fourier del item anterior e integrar).

= Deducir que
m 22446688

2 13355779



