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1. Sea A ∈ Cm×n con m ≥ n, de rango exactamente n. Probar que existe B ∈ Cn×m de rango n
también tal que BA = Idn.

2. Sea (V, ⟨ , ⟩) un C-espacio vectorial con producto interno, y sea {e1, . . . , es} un conjunto ortonormal
de vectores de V .

(a) Dado v ∈ V , sea vs =
∑s

i=1⟨v, ei⟩ei. Calcular ∥vs∥2, ⟨vs, v⟩ y ⟨v, vs⟩.
(b) Calcular ∥v − vs∥2 y probar la Desigualdad de Bessel: para todo v ∈ V ,

s∑
i=1

|⟨v, ei⟩|2 ≤ ∥v∥2.

3. Sean A,B ∈ Cn×n. Probar que XA(B) ∈ Cn×n es inversible si y solo si A y B no tienen autovalores
en común.

4. Sea (V, ⟨ , ⟩) un espacio vectorial con producto interno de dimensión finita, y sean f, g ∈ End(V )
dos transformaciones autoadjuntas.

(a) Probar que si f y g conmutan, entonces, para todo autovalor λ de f , se tiene que:

• el autoespacio Eλ = {v ∈ V : f(v) = λv} es g-invariante también,

• E⊥
λ es f -invariante y g-invariante.

(b) Probar que f y g conmutan si y sólo si existe una base ortonormal de V formada por autovec-
tores comunes de f y g.

5. Sea V un C-espacio vectorial. Se dice que f ∈ End(V ) es idempotente si f2 = idV . Para V de
dimensión finita, probar que f es idempotente si y solo si existe una base B de V tal que [f ]B es
diagonal, con los elementos de la diagonal iguales a 1 o −1.

Justificar todas las respuestas


