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ALGEBRA LINEAL - 2do Cuatrimestre 2012

Practica 8 - Diagonalizacién

1. Calcular el polinomio caracteristico, los autovalores y los autovectores de la matrices A si-
guientes (analizar por separado los casos K = Ry K = C). En cada caso decidir si la matriz es
diagonalizable, y de ser posible, exhibir una matriz P inversible tal que P~'AP sea diagonal.

- L3 Lk 3 1 0 0 10
() (0 (L 2) o) oo
4 -8 -2 0 0 1
0 9 1 0100 0000 0101
o 0 9 0010 1000 1010
1 o0 ) 0001 frforoo0] {0101
100 0 0001 1010

2. Para cada una de las matrices A € K™*" del ejercicio anterior, sea £ una base de V', donde
V es un K-e.v. de dimensién n, y sea f € End(V') dado por [f]e = A. Decidir si es posible
encontrar una base B de V' tal que [f]g sea diagonal, y en caso afirmativo, calcular C(B,¢).

3. Hacer lo mismo que en los dos ejercicios anteriores para las siguientes matrices, discutiendo
segun los valores de los pardmetros a,b,c € R (analizar por separado los casos R y C).

0 a 0 b 100 a 1 1
“a 0 , 0 , a 1 0 , 1 a 1
“ ¢ 0 a 1 11 a
4. Hallar todos los valores de k € R tales que la siguiente matriz sea diagonalizable:

k 1 k+k2 —k?

1 0 k41 0 k
A= 0 1 k 1
0 0 0 E+1
Fy
5. Sea A= | Fy € R3*3 tal que para toda fila Fj, la suma de sus coeficientes es igual a 1.
F3

Probar que 1 es autovalor de A y encontrar un autovector correspondiente.
6. Probar que si \ es autovalor de A siy solo si A es autovalor de A%, ;Con el mismo autovector?

7. Sea § : C*(R) — C*(R) el endomorfismo derivaciéon. Mostrar que todo nimero real es un
autovalor de ¢ y exhibir un autovector asociado.

8. a) Diagonalizar las siguientes matrices encontrando sus autovectores:

| 21 21
1212
A= yoB=la 1 21
1ol 121 2



Departamento de Matemaética - Facultad de Ciencias Exactas y Naturales - UBA 2

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

b) Dado a € R, calcular det(A,) donde

a —1 -1

A, = -1
S
—1 -1 «

(Sug: observar que det(A,) = X4(1 + «), donde A es la matriz del inciso a))

. Sea f: K™ — K™ un proyector con dim(Im(f)) = s. Probar que f es diagonalizable y calcular

el polinomio caracteristico Xy de f.

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f € Endg (V) tal que dim(Im(f)) = 1.
Probar que f es diagonalizable si y s6lo si Nu(f) NIm(f) = {0}.

Sea f: C" — C" un endomorfismo nilpotente no nulo. Calcular X;. ;Es f diagonalizable?

Calcular A™ para todo n € N para las siguientes matrices A:

1 2 4 —1
2 4 Y 12 )
Determinar en cada caso si es posible encontrar B € R?*? tal que B2 = A. ;Y en C?*2?

Sea f : R? — R3 la transformacién lineal definida por
flzyy,2) = (=Ty + 2,4y, —2x + y + 3z).

a) Encontrar una base B de R? tal que [f]s sea diagonal.
b) Calcular f":= fo fo---of (n veces), Vn € N.

c¢) Hallar, si es posible, una transformacién lineal g : R® — R3 tal que go g = f.
Se define la siguiente sucesion de nimeros enteros de la manera siguiente:
ap:=0, a1:=1, ax:=1, y apy3=>06ant2— 1lans+1 +6an, ¥V n >0.
Hallar una férmula para el término a,, n € N.

Encontrar una férmula general para x,, e y,, Vn € Ny, en funcién de zg e yp (ecuaciones en
diferencias):
{ Tn+1 = 6xn+2yp
Yn+1 = 23371 +3yn

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales:

2) { 2(t) = 8x(t)+ 10y(t)

y'(t) = —5x(t) —Ty(t)

2(t) = 6x(t)+ 2y(t) .. o _ _
b) { V(O = 22(t)+3y(t) con condiciones iniciales z(0) = 3, y(0) = —1

Sea A € R3*3 con autovalores 1, % y %. Probar que A™ — 0 (es decir:(A™);; = 0,1 <1,j < 3).

D=
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18. Supongamos que en cierta especie hay una epidemia en la que al cabo de cada mes se en-
fermo la mitad de los que estan sanos a principios de mes y murio la cuarta parte de los que
estaban enfermos. Llamemos z; al nimero de muertos al cabo del k- ésimo mes, y; al nimero
de enfermos al cabo del k-ésimo mes y z; al nimero de sanos al cabo del k-ésimo mes.

a) Determinar A € R3*3 que describa el proceso, o sea tal que

Tyt Tk
Y1 | = A wk
2yl 2k

b) Si la distribucién original (zo,yo, 20) al principio del primer mes (o término del mes 0)
es (0,0,10000), o sea de ningtin enfermo y 10000 sanos, calcular el nimero de enfermos
al cabo del k-ésimo mes.

c¢) Probar que cualquiera sea la distribucién original (zg, yo, 20), (Zk, Yk, 2%) tiende a un
multiplo de (1,0,0) (determinarlo en funcién de (zg, 30, 20)), es decir mueren todos (lo
cual es obvio ya que se enferman o se mueren pero ni se curan ni nacen nuevos individuos
en el modelo).

19. En una ciudad, los dias pueden ser soleados (1), nublados (2) o lluviosos (3). El coeficiente
a;; de la matriz de R3*3 siguiente representa la probabilidad de que el dia de mafiana esté i
si hoy estd j:

0,8 0,4 02
02 04 06
0,0 0,2 02

(por ejemplo, si hoy llueve, la probabilidad de que mafnana esté nublado es 0.6).
Calcular (aproximadamente) la probabilidad de que dentro de 100 dias llueva.

20. Sean A € K™*™ y B € K™,

; (m—+n)x(m+n) :
a) Probar que las matrices de K ( B 0 ) y < B BA > son Semejantes.

b) Deducir que, si n =m, Xap = XBA.

21. Dadas las matrices A € C?*? y los polinomios P € C[X], calcular P(A) para:

a) A:<1 ?) P=X-1, P=X?2-1, P=(X-1)?

b) A:<i _OZ,>,P:X3—2'X2+1+Z'

22. a) Sea A € R®*3 diagonalizable con tr(A4) = —4. Calcular los autovalores de A, sabiendo

que los autovalores de A2 +2A4 son —1, 3y 8.

b) Sea A € R*** tal que det(A) = 6; 1 y —2 son autovalores de A y —4 es autovalor de la
matriz A — 314. Hallar los restantes autovalores de A.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

Utilizando el Teorema de Hamilton-Cayley:

a) Calcular A* —4A3 — A2 + 24 — 51dy para A = ( ? _31 )

10
b) Calcular A9 para A= | 1 0
01

o O O

1

c) DadaAz(_1 4

), expresar A~ como combinacién lineal de A y de Ids.

Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea f € Endg (V). Probar que f es un
automorfismo si y solo si el término constante de Xy es no nulo, y en ese caso expresar f -1
en funcién de f, f o f etc.

a) Exhibir una matriz A € C"*" que satisface A% + 1d,, = 0.

b) Probar que si A € R™ " satisface A% + Id,, = 0, entonces A es inversible, no tiene

autovalores reales y n tiene que ser par.

Sea f € Endc(C"). Probar que existe una base B ortonormal de C" tal que [f]g es triangular
superior.

Sea A € K™*™ y B € K™". Probar que < 4

0 B ) se diagonaliza en K(mtn)x(m+n) i y

solo si A y B se diagonalizan.
Sean A, B € K™*™ dos matrices que conmutan.

a) Probar que si x es un autovector de A con autovalor A\, entonces Bz también lo es.

b) Probar que si A y B son diagonalizables, entonces se las puede diagonalizar usando una
misma base para ambas.



