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ALGEBRA LINEAL - 2do Cuatrimestre 2012

Practica 3 - Transformaciones lineales

1. Determinar cudles de las siguientes aplicaciones son transformaciones lineales:
.2 3 _
a) f:R* =R flz1,22) = (21 — 22, 222, 1 + 21)

. R2X2 ainr a2 ) _
b) f: R >R, f = 11022 — (12021
azr G2

c) f:R2X2_)R2X37 f( ail a2 ) _ ( agz 0 a2+ a2 )

a21 a2 ailp azz —ai

d) f:R[X] =R f(p)=(p(0),p'(0),p"(0))
e) f:C — C, f(z2) = z, considerando a C como C-espacio vectorial y como R-espacio

vectorial.

2. Interpretar geométricamente las siguientes transformaciones lineales f : R? — R2.

a) f(z,y) = (z,0)
b) f(z,y) = (x,—y)
¢) f(z,y) = (x cost —y sent,x sent + y cost), con t € R fijo.

3. Probar que las siguientes funciones son transformaciones lineales:

a) tr: K™ — K, tr(A) =>"" | Ay

b) f: K™ — K™™ f(A)=BA donde B € K"™" esta dado
¢) 6:C®(R) - Cx(R), 6(f) = f'

d) ®:C([0,1]) = C([0,1]), (f)(z) = [y f(#) dt

) €a: K[X] = K, €.(f) = f(a), donde a € K

(&

4. Encontrar una aplicacién f : C — C que cumpla f(v+w) = f(v) + f(w) para cualquier par
de vectores v, w € C pero que no sea una transformacién lineal (sobre C).

5. a) Mostrar que existe una t.I. f : R? — R? tal que f(1,1) = (=5,3) y f(-=1,1) = (5,2), y

que es unica. Para dicha f, determinar f(5,3) y f(—1,2).
b) (Existe una t.1. f: R? — R? tal que f(1,1) = (2,6); f(—l, =21y f(2,7) = (5,3)?
¢) Sean f, g : R3 — R? transformaciones lineales tales que

f(1,0,1) =(1,2,1), f(2,1,0)=(2,1,0), f(-1,0,0)=(1,2,1),
g9(1,1,1) = (1,1,0), ¢(3,2,1) =(0,0,1), ¢(2,2,—1) =(3,-1,2).

Determinar si f = g.

d) Hallar todos los a € R para los cuales exista una t.l. f : R3 — R3 que satisfaga que
f(1,-1,1) = (2,a,-1), f(1,-1,2) = (a®,—1,1) y f(1,-1,-2) = (5,1, -7).

6. a) Probar que B={X?+ X —1,2X +3,X? — X — 1} es una base de Ry[X] y determinar
f(aX? +bX + c) para f : Ro[X] — R? la t.1. definida por

X2+ X -1)=(1,2), f2X+3)=(-1,1) y f(X2—-X —1)=(2,1).
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b) Hallar todas las transformaciones lineales f : Ro[X] — R? que satisfacen que

X2+ X-1)=(1,2), f2X+3)=(-1,1) v f(X2—X—4)=(2,1).

7. a) Calcular el nicleo y la imagen de cada una de las transformaciones lineales de los ejerci-
cios 1 y 2. Decidir, en cada caso, si f es epimorfismo, monomorfismo o isomorfismo. En
el caso que sea isomorfismo, calcular f~1.

b) Idem para tr y €, del Ejercicio 3.
8. Sea f:R* — R3 la t.l. dada por
f(x1, 22,03, 24) = (X1 + T2 + 3 + T4, 21 + 322 + 223 + 4y, 221 + T3 — T4).
a) Calcular Nu(f) e Im(f).
b) Determinar el conjunto {(z1,xa,z3,24) € R* : f(x1, 22,23, 74) = (2,0,6)}.
9. Sea S = ((1,1,0,1),(2,1,0,1)) C R*.
a) Hallar una t.1. f : R* — R? tal que Nu(f) =S

b) Hallar un sistema de ecuaciones lineales cuyo conjunto de soluciones sea

((1,1,0,1),(2,1,0,1)) + (0,1,1,2)
10. @) ;Existe f: R? — R* epimorfismo? ;Y un epimorfismo f : R2*? — Ry[X]?

;Existe f: R? — R? monomorfismo?
;Y un monomorfismo f : {A € R?*? : tr(A) =0} — {f € R3[X]: f(1) = f'(1) = 0}?

b) ;Existe alguna t.l. f: R? — R* tal que {(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)} C Im(f)?

¢) {Existe algin automorfismo f de R* tal que f(S) = T, donde S = {(x1, 22,73, 24) €
R* /x1 + 29 +23=0} y T = {(v1,22,23,74) € R* /201 + 24 =0, 20 — 23 = 0}?

11. Determinar si existe (y en caso afirmativo hallar) una t.1. f : R3 — R* que satisface Nu(f) = S
e Im(f) =T en los siguientes casos:

a) S = <(1, 2, 1)), T= {(331,1'2,333,1'4) /ml + 29 — 13+ 214 = 0},
b) S={((1,-2,1)), T = {(x1, w2, 23,24) / x1 + 2 = 0, x3 + x4 = 0}.
12. En cada uno de los siguientes casos definir un endomorfismo f de R? que satisface lo pedido
) (1,1,0) € Nu(f) y dim(Im(f)) = 1
b) Nu(f) NIm(f) = ((1,1,2))
¢) Nu(f) # {0}, Im(f) # {0} y Nu(f) nIm(f) = {0}
d) f#0y Nu(f) € Im(f)

13. Calcular el rango de las matrices

a

101 00
0 0 3 1 1 -k -1 110 00
0110 , -1 1 k2 para cada k € R y 01100
1070 1 k k-2 001 10
01 0 11
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14. Sean f : R® — RY, f(x1,x9,23) = (21 + 22,21 +23,0,0) y g : R* — R?, g(w1, 29,23, 24) =
(x1 — x2,2x1 — x2). Determinar el nicleo y la imagen de f, de g y de g o f, y decidir si son
monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos.

15. Sean f:V — V' y g: V' — V" transformaciones lineales. Probar:
a) Nu(f) € Nu(fog).
b) Si Nu(g) NIm(f) = {0}, entonces Nu(f) = Nu(g o f).
¢) SiIm(f) € Nu(g), entonces go f = 0.
d) Im(go f) C Im(g).
)

e) Si f es un epimorfismo, entonces Im(g o f) = Im(g).

16. En cada uno de los siguientes casos definir un endomorfismo f de R? que satisface lo pedido
a) f#0y fof=0 b) f#Idy fof=1d

17. a) Parat = 7 en el Ejercicio 2.c), calcular f?
b) Hallar un endomorfismo f de R2, f # Id, tal que f3 =Id
c) Hallar A € R?*2, A #1d, tal que A3 =1d ;Y en R3*3?

18. Sea f:R?® — R* la t.1. definida por
f(w1, 20, 23) = (22, =72 + 223, 21 — X2, 21 — X2)

y sean las bases (ordenadas) B = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) de R3y
B = ((1, 1,0,0),(1,-1,0,0),(0,0,1,1),(0,0,1, —1)) de R*.

a) Calcular [f]|gp
b) Calcular Nu(f) e Im(f)

¢) Calcular matrices Q € GL(4,R) y P € GL(3,R) tales que [f]pg = Q [f]cer P donde £
y & son las bases candnicas de R3 y R?* respectivamente. ;Cudles son?

19. Sean B = (1)1,?)2,1)3) y B = ('lUl,U}Q,’U)3,U}4) bases (ordenadas) de una R? y R?* respectiva-
mente. Sea f: R? — R* la t.1. tal que

1 -2 1
-1 1 -1
3 -2 5

a) Hallar f(3v1 4 2vg — v3). {Cudles son sus coordenadas en la base B'?
b) Hallar una base de Nu(f) y una base de Im(f).

¢) Describir el conjunto {v € R? : f(v) = wy — 3ws — wy}.
20. Sea f € End(R?) definida por

f(z1,z2,23) = (21 + x2 — 3,221 — 3x2 + 223,31 — 222 + X3).
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1 00
a) Determinar bases By B’ de R? tales que [flggr=| 0 1 0
0 0 0
b) Si A esla matriz de f en la base candnica,
1) jcudl es el rango de A?
2) encontrar matrices @, P € GL(3,R) tales que
1 00
oAap=0 1 0
0 0 0
1 0 0
¢) (Existe una base B” de R3 para la cual [f]gr = 0 1 0 |?
000
21. Decidir si las siguientes matrices A, B son equivalentes:
2 3 5 8 1 0 5 3 8 b
“>A_<46>’B_<1 2) yA=(210]),B=[2 20
0 1 0 70
1 1 -1 1 1 0
22.Sean A= 2 -3 2 |yA=| 0 1 1 | eR3>>.
3 —2 1 -1 0 1
a) Determinar P,Q, P, Q" € GL(3,R) tales que
1 00
QAP=Q'AP =[0 1 0
0 0O

b) Determinar f € End(R?) y bases B,C,B/,C’ de R3 tales que [flgs = Ay [flecr = A'.

23. Sean & la base canénica y & = (v1,v9,v3), B = (w1, we,w3) y B = (w1 + w3, w1 + 2ws +
w3, wy + w3) bases de R3. Sea f € End(R?) la transformacién lineal tal que

1 -1 3 1 1 0
flse=12 1 1 y flger=( 0 1 1

3 2 1 0 0 1
Determinar &’.

24. Sean A € K"™*"™ y B € K"*". Probar que rg(A B) <rg(A) y rg(AB) < rg(B).
25. Dada f € End(R3) dada por

flx1, 29, 23) = (21 + 229 + 223, 221 + 2 + 23, 221 + 229 + 3),

a) Calcular [f]g con B = ((—1,1,0),(-1,0,1),(1,1,1))
b) Probar que f es un automorfismo (calcular [f~1]5)
¢) Exhibir una matriz P € GL(3,R) tal que [f]g = P~ ![f]eP. {Cual es?
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26. Sea V un K-espacio vectorial y sea B = (v1,v2,v3,v4) una base (ordenada) de V. Sea f €
End (V') definido por f(vi) = vi +ve+v3+vs, f(v2) = vi+ve+wvs, f(v3) = v1+v2, f(va) = V1.
Probar que f es un automorfismo, calcular [f~!]g y calcular f~!(v; — 2vg + vy4).

27. Para las siguientes f :€ End(V), calcular [f]e, donde £ es la base canénica
a) V=RyX], f(P)=P, &=(1,X,X2% X3 X%
b) V = R2X2, f(A) — At, E = (EH,E'12,E21,E22)

¢) V = C? como R-espacio vectorial, f(z1,72) = (221 — ixa, 71 + 22),

&= {(13 0)7 (07 1)7 (ia O)a (O7i)}
28. Sea f € End(R?) dada por f(x1,z2,23) = (1,21 + 222 — 23, 221 + 222 — x3). Probar que f es

o O O

1 0
un proyector (i.e. fo f = f) y encontrar una base B de R? en la cual [flg=[ 0 1
0 0

29. En cada uno de los siguientes casos construir, si es posible, un proyector f € End(R?) que
cumple lo pedido

a) Im(f) = {(z1,22,23) /21 + x2 + 23 = 0}
b) Nu(f) = {(z1,22,23) /3z1 — 23 =0} e Im(f) = ((1,1,1))
¢) Nu(f) = {(z1,22,23) /21 + 22 + x3 = 0} e Im(f) = ((—2,1,1))

y en caso que sea posible encontrar una base B de R? tal que [f]g sea una matriz diagonal
con solo 1 o 0 en la diagonal.

30. Sea V un K-espacio vectorial y sea f € End(V'). Se dice que f es nilpotente si existe k € N
tal que f* = 0.
a) Probar que si f es nilpotente, entonces f no es ni monomorfismo ni epimorfismo.

b) Sidim(V') = n, entonces f es nilpotente < f" =0
(Sug: considerar las inclusiones Nu(f*) C Nu(f*™!) y probar que son estrictas)

c¢) Sea B = (v1,...,v,) una base de V' y sea f definida por

f(vl) = V9, f(vg) = V3,..., f(’l)n_1) = Up, f(vn) =0.

Probar que f es nilpotente (con f* =0y f*~! #0) y calcular [f]s.

d) Sea f € End(R*) dada por f(z1,x2,23,24) = (0,21, 21 + T2, 21 + o2 + x3). Probar que
B = (e1, f(e1), f*(e1), [3(e1)) es una base de R* y f4(e1) = 0. Calcular [f]g.

e) Sea V de dimensién n, y sea f € End(V) tal que f* =0y f*~! # 0. Probar que existe
una base B de V tal que la matriz [f]g es como en los incisos anteriores.
31. a) Sean A, B € K™*" matrices semejantes. Probar que tr(4) = tr(B).

b) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea B una base (ordenada) de V. Se
define tr : End(V) — K como la aplicacién dada por tr(f) = tr([f]g). Probar que tr(f)
no depende de la base ordenada B elegida. (tr(f) se llama la traza del endomorfismo f).

¢) Probar que tr : End(V) — K definida en el inciso (b) es una transformacion lineal.



