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ALGEBRA LINEAL - 2do Cuatrimestre 2012

Practica 10 - Forma de Jordan

3.0 0
1. Sea A = < 0 3 0 ) JExiste v € R3 tal que R3 = (v) 4 := (v, Av, A%0)? (es decir, jtiene A
-1 5 1

un vector ciclico?)

2. Sea f € Endg(K™) tal que f? tiene un vector ciclico (es decir, K™ = (v)2). Probar que f
tiene un vector ciclico. ;jEs vélida la reciproca?

3. Calcular el polinomio minimal y el polinomio caracteristico de las matrices siguientes:

;o 11 1 1 0 0 0 0 1
(1i),011,020,010
0 0 1 0 0 2 1 0 0
10 0 0 0 -1 0 0 1 4 1 0
1 1 0 0 1 0 0 o 01 0 -1
00 -1 0 12 -1 o0 o 0o 2 o
00 0 -1 3 4 0 -1 00 0 2
a 0 0 0 a 0 0 0 a 0 0 0 a 0 0 0
0 a 0 O 1 a 00 1 a 0 0 1 a 0 0
00 a 0] > lo0oo0ao0] > ]01ao0]| (01 a0
00 0 a 00 1 a 00 0 a 00 1 a

4. Calcular el polinomio minimal para cada una de los endomorfismos siguientes:
a) f € Endgr(Ra[X]), f(h) =h +2h
b) f € Endg(R"™"), f(A) = A!

5. Sea A € R™™™. Probar que el minimal de A como matriz real y el minimal de A como matriz
compleja coinciden.

6. Sea ¢ € Endr(R[X]) el endomorfismo derivacién. Probar que § no admite ningin polinomio
minimal.

7. Matriz Companera
Sea h(A) = A" + ap 1 A" L+ + a1\ + ap € K[)\]. La matriz compafiera del polinomio h
estd definida como

o ... ... 0 —ag
1 —a1
Ch=| ¢ . . : € Knxm,
. . .0 —anp—2
o ... 0 1 —an—1

El objetivo de este ejercicio es probar que m, (A) = ¢, (A) = h(A).

a) El objetivo de este inciso es probar que m, (A) = &g, (A) = h(A).
Sea f € Endg (K™) definido por f(z) = Cp, z. Calcular me,. Deducir m,, y Ae,.

b) Usar esto para dar otra demostracién, inductiva, del teorema de Cayley-Hamilton.
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8. Determinar la forma y una base de Jordan de las siguientes matrices:
1 -1 1 11 -1

( ’i ’; ) , 1 0 0 , -3 -3 3 .
0 1 -1 -2 -2 2

9. a) Sea A € C%*6 tal que Xa(t) =t y m4(t) = t3. Determinar las posibles formas de Jordan
de A.

b) Sea A € C3*8 nilpotente tal que rg(A) = 6. ;Cudntos bloques tiene la forma de Jordan
de A? ;Y si A € C16%16 con rg(A) = 97

10. Decidir si existe (y en caso afirmativo exhibir)

a) A€ C838 tal que rg(A) =5, rg(A?) = 3, 1g(A43) = 2, 1g(A%) = 1 y rg(A%) = 0.
b) A€ C¥38 tal que rg(A) = 6, rg(A?) = 4, rg(A3) = 3, rg(A?) = 1 y rg(4°) = 0.
c) A€ C*16 ta] que rg(A) = 9, 1g(A42) = 5, 1g(43) = 3, 1g(A?) = 1 y rg(A5) = 0.

11. Sean A, B € C%%6 nilpotentes tales que ma = mp y rg(A) = rg(B). Probar que A y B son
semejantes. ;Es cierto esto en C™*7?

12. Hallar la forma y una base de Jordan para cada una de las siguientes matrices:

0O 0 0 0 0 0 0 0 O

0O 0 0 0 0 0 0 0 O 1 0 1 0O 0 -1 0
(1) 8 8 8 8 g 0O 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0O 0 0 O
1 100 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 0 O -1 0 -1 0 0 1 O
1 1100 0 , 0O 0 1 0 0 0 0 0 O , -1 -1 -1 0 0 1 O
1 1110 0 0O 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 1 -1 0 0 1
1 11110 0O 0 0 1 0 0 0 0 O 0 1 0 0O 0 0 O

0O 0 0 0 0 1 0 0 O 0O -1 0 0O 0 0 O

1 1.0 0 0 0 0 0 O

13. Hallar la forma y una base de Jordan de la matriz A = (a;;) € C**" donde

)0 i<y
“WTV1 sioi>

14. Sea A € C%%6 tal que ma(\) = A®, y sea (v1,v2,v3,v4,v5,v6) una base de Jordan para A.
Calcular la forma y una base de Jordan para las matrices A2, A3, A* y A®.

15. Sea f : C" — C7 una transformacién lineal y sea B una base de C” tal que

=

s}

[
OO OO O KN
OO OO~ NO
OO OO NO O
OO NOOO
OO NO O OO
O WO OO OoOo
WO OO OoOOoOo

a) Hallar Xy y my.

b) Sea Ao € C un autovalor de f y sea m = mult()g, Xt). ;Para qué autovalores Ao de f se
tiene que Nu(AgId —f) = Nu (Ao Id — f)™)?
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¢) Para cada autovalor Ao de f, jcudl es la menor potencia k tal que Nu ((AgId —f)™) =
Nu (Ao Id —f)*)?

d) Para cada g autovalor de f, notamos por f, la restriccién de Ao Id —f a Nu ()\0 Id-f )m)
Calcular dim(Im(fy,)) y dim(Im(f/%O)).

16. Hallar la forma y una base de Jordan de las matrices siguientes:

0 -1 0 0 0
1 2 3 4 00 1 -2

3 0 8 2 0 4 4 4 0 0 0
01 2 3 1 1 -1 2

3 -1 6 |,l6 o 12|, , |l -1 -1 3 o -1
00 1 2 02 1 0

-2 0 -5 3 -1 0 0 0 0 1 o 1 o 1 1 1 -1 2 1

-1 -1 0 -1 1

17. Hallar la forma y una base de Jordan de la matriz siguiente para cada valor de a € R:

18. Sea V' C C*(R) el subespacio V = (e%, ze®, x%e%, €2*). Sea § € Endgr(V) definido por
d(f) = f'. Hallar la forma y una base de Jordan para .

19. Determinar las posibles formas de Jordan de la matriz A € C"*™ en los casos:

a) Xa(A) = (A =2"(A=3)?y ma(N) = (A = 2)*(A = 3)*
b) Xa(A) = (A=7)° y ma(A) = (A= T7)?
¢) Xa(A) = (A =2)Tyma(\) = (A -2)?
d) Xa(\) = (A =3)* (A =5)"y ma(A) = (A =3)*)(A - 5)

20. Determinar la forma de Jordan de una matriz A € C'*** que cumple

ma=A—=X)2A=X2)(A = A3)2(A = A\y)3, con \; # Ajosii#j,
rg(A — A Id) = 11, 1g(A — A1 1d)? = 10, rg(A — A\31d) = 12, rg(A — \31d)? = 10,rg(A — A\, Id) = 13.

21. Determinar la forma de Jordan de A € C*1% con autovalores A;, Ao v Az distintos tal que:

rg(A — A\ 1d) =13, rg(A— A\ 1d)2 =11, rg(A— A 1d)? =10, rg(A— )\ 1d)* =10
rg(A — X Id) = 13, 1g(A — A 1d)? =11, rg(A— A1d)? =10, rg(A— N21d)* =9,
rg(A — A31d) =13, rg(A —A31d)? =12, rg(A—A31d)? = 11.

22. Decidir si las matrices siguientes son semejantes:

0 0 0

1
1 0 Y 0
12 0

23. Sean A, B € C tales que Xa(\) = X(\) = (A — 1)3(A — 3)2 y ma = mp. ;Implica esto
que A es semejante a B?

1 1

coconwN
o~ oo
I
—
|
-

O = o=
N O OO
\—/

conwn |
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24. Sean z, y € C" no nulos, y A € C"*", A = (a;5) con a;; = x;y;.

a) Calcular todos los autovalores y autovectores de A.

b) Calcular las posibles formas de Jordan de A.

25.  a) Sea J la matriz

0 0
1

A= 0
0 0 1 0

Probar que J es semejante a J°.

b) Sea A € C"*™. Probar que A y A! son semejantes.

5 1 4
26. Dada la matriz A = ( -1 3 -1 ), encontrar B € Q3*3 tal que B? = A.
0 0 1

27. Calcular para todo n € N

n

9 0 \" 2 0 0\" 2 0 0\" f (2) 8 8 ! 7(1) 8 g 7(1) ?
(1 2) , 1 2 0 , 1 2 0 , 0 0 2 0 , -1 -1 2 0 1
0 0 2 0 0 3 0 0 1 2 -1 0 0 -1 1

-1 0 0 0 O

28. Hallar una férmula general para el término general a,, de la sucesién {ay }nen, definida por:

ag=a, a1 =0, apy1 = 4ayp —4ap—1, Yn €N, donde «,p €R.

29. @) Calcular e para las matrices A siguientes:

3 1 3 1 0
1 1 y -1 1 0 .
-1 -1 3

b) Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

con condiciones iniciales z(0) =1, y(0) = 2.

¢) Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

2'(t) = 3z(t) +y(t)
y't) = —=z(t)+y(t)
Z(t) = —x(t) —y(t) + 3z(t)



