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Practica 3 - Integrales de superficie

Superficies

1. Dadas las siguientes superficies en coordenadas esféricas, determinar su correspondiente ecuacién
en coordenadas cartesianas y graficar

a) r=k (k=cte).
b) ¢ =k, k< (0,7/2] constante.
En cada uno de los casos anteriores dé un versor normal en cada punto.
2. a) Mostrar que ®; : R? —» R3y @, : R x [0,27) — R? dadas por

u? 02

D1 (u,v) = (u,v, pei b—z) (a,bno nulos)
®y(u,v) = (au cos(v), bu sin(v), u?)
son dos parametrizaciones del paraboloide eliptico.

b) Mostrar que
®(u,v) = ((a+ beos(u)) sin(v), (a + beos(u)) cos(v), bsin(u))
0<b<a,yu,v € [0,27], es una parametrizacién del toro.

3. Sea C una curva en el plano xz parametrizada por o : [a,b] — R3, o(t) = (z(t),0,2(t)), donde
x(t) > 0Vt. Utilice una variable angular y describa la superficie de revolucién (alrededor del eje z)
generada por esta curva. Si la parametrizacion de la curva C' era regular, la parametrizacion de la
superficie también es regular?

4. Utilice la idea del ejercicio anterior para parametrizar un cono, un paraboloide, un toro, una esfera,
un hiperboloide.

5. Considerar la superficie dada por la parametrizacién
x = u cos(v) y = usen(v) z=1u
Es diferenciable esta parametrizacion? Es suave la superficie?

6. Sea C la curva en el plano xy dada en polares por:

3

T
=2 —cosf - <6< -

T cosf para — 5 <0<

Sea S la superficie que se obtiene por revolucién de esta curva alrededor del eje y.

a) Dar una parametrizacién de S.

b) ¢Es suave esta superficie?

7. Hallar la ecuacién del plano tangente a la esfera de radio a y centro en el origen en un punto
(%0, Yo, 20) genérico de la esfera.
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Si la superficie es el gréfico de una funcién diferenciable g : R? — R, demostrar que se trata de
una superficie suave.

Encontrar una ecuacién para el plano tangente en el punto (0,1,1) a la superficie dada por la

parametrizacion

T = 2u, yzuz—&—v7 z =02

Encontrar una férmula para el plano tangente a la superficie de ecuacion x = h(y, z) (donde h es
una funcion C') en un punto (h(yo, 20), Yo, 20)

Areas e integrales de campos escalares

Sea S la superficie parametrizada por ¢(r,0) : [0,1] x [0, 27] — R3
x =r cos(f) y =1 sen(f) z2=10
Graficar, hallar un vector normal en cada punto y calcular area.
Sea ¢(u,v) : D — R3 (D el disco unitario centrado en el origen)
o(u,v) = (u—v,u+ v, uv)
la parametrizacién de una superficie. Calcular su drea.
Calcular el drea de la superficie 2% +y? + 2% = R? con (z— R/2)?+y* < (R/2)? (b6veda de Viviani).

Seala curva z = f(z) = € [a, 5] con f y a positivos, girada alrededor del eje z. Mostrar que el drea
de la superficie barrida es

B8
A:Qw/ 1T (@) da

Aplicar a la superficie dada en el ejercicio (2) item a) para calcular el 4rea del paraboloide eliptico
conl<z<2,ya=b=1

Sea C' la curva (en el plano zy) parametrizada por o () = (cos6,sen®6,0) con 0 < 0 < 27,y
consideremos S la superficie que se obtiene al girar la curva C alrededor del eje =

a) Hallar una parametrizacién de S.
b) Hallar el drea de S.

Calcular ffs xy dS donde S es el borde del tetraedro conlados 2 =0,y =0,z +z=1yx =v.
Calcular [ [4(x +y + 2)dS donde S es el borde de la bola unitaria, es decir

S ={(z,y,2)/2° +y* +2° =1}

Hallar la masa de una superficie esférica de radio r tal que en cada punto (z,y, z) € S la densidad
de masa es igual a la distancia entre (z,y, z) y el punto (0,0, 7).

Considerar el hemisferio superior de una esfera de radio R.
a) Si esta semiesfera tuviera densidad constante, cudl seria la coordenada z de su centro de
masa?

b) Si suponemos que estd inmersa en un ambiente cuya temperatura varia linealmente con la
altura, es decir, T'(z,y,%2) = Top — kz (donde Ty y k son constantes), hallar la temperatura
media de la semiesfera.



20.

21.

22.

23.

24.

25.

Integrales de campos vectoriales: flujos

Evaluar el flujo saliente del campo F(z,y, ) = (z,y, 2) a través de la superficie que bordea al cubo
[0,1] x [0,1] x [0, 1].

Si la temperatura en un punto de R? estd dada por la funcién T'(z,y, 2) = 322 + 322, calcular el
flujo de calor (es decir el flujo del campo —VT) a través de la superficie 22 + 22 = 2,0 < y < 2,
orientada de forma que la normal en el punto (0,0, v2) sea (0,0,1).

Sea S la superficie de la esfera unitaria orientada segiin la normal exterior. Sea F un campo vecto-
rial y F;. su componente radial. Probar que

//SF-dS:/OQﬂ/OﬂFTsen(@(wd&

Sea S la parte del cono z? = 22 + y? con z entre 1 y 2 orientada con la normal apuntando hacia el
exterior del cono. Calcular [(F - dS con F(z,y, z) = (2%,37, 2%).

Sea F(z,y,z) = (z, 2%, yz?) que representa el campo de velocidad de un fluido (velocidad medida
en metros por segundo). Calcular cuantos metros ctibicos de fluido por segundo cruzan el plano
xy a través del cuadrado 0 <z <1, 0<y <1.

Sea F' : R* — R3 un campo independiente de 2, es decir, F(z,y, 2) = (Fi(z,y), Fo(z,y), F3(x,y)),
y sonsidere una superficie “cilindrica vertical”: S = C x [29,21] donde zy < 21 y C C R? es una
curva abierta regular. Exprese el célculo de flujo de F' a través de S en términos de una integral
sobre C.



