Topologia
Segundo cuatrimestre - 2011
Practica 6
Homotopia y grupo fundamental

. Probar que si h,h’ : X — Y son homotdpicas y k, k' : Y — Z son homotdpicas, entonces
kh,k'h' : X — Z son homotdpicas.

. Un espacio X se dice contractil si la identidad 1x : X — X es homotdpica a una funcién
constante.

(a) Probar que un espacio es contractil si y sélo si es homotdpicamente equivalente al singleton,
el espacio de un punto.

(b) Probar que si X C R™ es un conjunto convexo, entonces X es contractil.
Concluir que I y R son contractiles.

(c) Probar que si X es contrictil, entonces X es arcoconexo.
. Sea [X,Y] el conjunto de clases homotdpicas de funciones continuas de X a Y.

(a) Probar que si Y es contréctil entonces [X, Y] tiene sélo un elemento.
(b) Probar que [*,Y] = my(Y") para todo espacio Y.

(c) Probar que si X es contrictil e Y es arcoconexo, entonces [X, Y] tiene sélo un elemento.
. Probar que un retracto de un espacio contractil es contractil.

. Sea G un grupo topolégico y sea X un espacio. Probar que [X, G] es un grupo con la operacién

[f]lg] = [f-g], donde (f.g)(z) = f(x).g().

. Sean f: X — Y continua y Z otro espacio topoldgico. Definimos
[zl = (X, 2], A (lgl) = lgf];
fo 12, X] = [2,Y],  fu([h]) = [fh].

(a) Probar que f*y f. estdn bien definidas.
(b) Probar que si f = g entonces f* = g* y f« = gs.

(c) Deducir que si f es equivalencia homotdpica entonces f* y f. son biyecciones.

. Probar que una equivalencia homotépica induce una biyeccién en los my. Deducir que si dos
espacios X e Y tienen el mismo tipo homotépico, entonces uno es arcoconexo si y sélo si el otro
lo es. Probar también que X es conexo si y sélo si Y es conexo.

. Sea X un espacio topoldgicoy xg € X. Sea
QX ={w: 1 - X, w0) =w(l) =0}
con la topologia del subespacio de la compacto abierta. Probar que

7T1(X, $0) = Wo(QX)

1 Practica 6



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sea X espacio topoldgico, g € X y sea s € S! un punto cualquiera. Sea

[(S*,s), (X, 20)] = {[f]/ f:S* = X continua tal que f(s) = 2o}
donde [f] = [g] si f =~ g rel {s}. Probar que w1 (X, x¢) = [(S',5), (X, z0)].
Sean zp,z1 € X dos puntos en un espacio arcoconexo X. Probar que 71 (X, zg) es abeliano si
y s6lo si para todo par de caminos x( w—w/> T1 se tiene W = W
Sea A C X ysear: X — A una retraccién. Dado a € A, probar que

r« 1 m(X,a) = m1(A4,a)

es suryectivo.

Sea A C R™ un subespacio, y sea f : A — X una funcién continua. Probar que si f se extiende
a una funcién g : R™ — X, entonces para todo a € A el morfismo f. : m1(4,a) = m (X, f(a))
es el morfismo cero.

Sea G un grupo topoldgico con multiplicacién - y elemento neutro zy. Dados f,g € Q(G,xg),
definamos el lazo f ® g por (f © g)(s) = f(s) - g(s).
(a) Mostrar que Q(G,x) es un grupo con la operacién con ©.

(b) Mostrar que ® induce una nueva operacién de grupo en 1 (G, o), que por abuso notaremos
.

(c) Probar que ® coincide con - en 1 (G, o).

(d) Deducir que 71 (G, xq) es abeliano.

Demostrar que si A es un retracto del disco D?, entonces toda funcién continua f : A — A tiene
un punto fijo.

Demostrar que si f : S — S! es null-homotdpica, entonces tiene un punto fijo y ademds existe
z € 81 tal que f(x) = —x.

Teorema de Lusternik-Schnirelmann (para dimensién 2). Probar que si S? se cubre con tres
abiertos, entonces uno de ellos contiene dos puntos antipodales.

Sugerencia: considerar el Teorema de Borsuk-Ulam.

Probar que si f : S? — S? es continua y f(x) # f(—x) para todo x, entonces f es sobreyectiva.
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