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Práctica 1
Topoloǵıas

Ejemplos de topoloǵıas

1. Encuentre todas las topoloǵıas sobre conjuntos de a lo sumo cuatro elementos.

2. Sea X un conjunto.

(a) Sea τ = {U ∈ P(X) : X \ U es finito} ∪ {∅}. Entonces τ es una topoloǵıa sobre X, a
la que llamamos la topoloǵıa cofinita. Describa el interior, la clausura y la frontera de los
subconjuntos de X con respecto a esta topoloǵıa.

(b) Sea κ un cardinal y sea

τκ = {U ∈ P(X) : X \ U tiene cardinal a lo sumo κ} ∪ {∅}

Determine condiciones necesarias y suficientes sobre κ para que τκ sea una topoloǵıa so-
bre X.

3. Sea X un conjunto no vaćıo y sea x0 ∈ X.

(a) {U ∈ P(X) : x0 ∈ U} ∪ {∅} es una topoloǵıa sobre X.

(b) {U ∈ P(X) : x0 6∈ U} ∪ {X} es una topoloǵıa sobre X.

Describa el interior, la clausura y la frontera de los subconjuntos de X con respecto a cada una
de estas topoloǵıas.

4. Sea (X, τ) un espacio topológico y sea Y ⊆ X. Muestre que

τY = {U ∩ Y : U ∈ τ}

es una topoloǵıa sobre Y . Llamamos a τY la topoloǵıa inducida por τ sobre Y o la topoloǵıa
subespacio.

5. Sea X un conjunto infinito, sea x0 ∈ X y sea τ ⊆ P(X) el conjunto de las partes de X que
tienen complemento finito o que no contienen a x0. Muestre que τ es una topoloǵıa y describa
sus cerrados.

6. Sea F el conjunto de todos los cerrados acotados de R en su topoloǵıa usual, junto con R.
Entonces existe una topoloǵıa en R para la cual F es el conjunto de todos los cerrados.

7. Digamos que un subconjunto U de R2 es radialmente abierto si su intersección con toda recta
que pasa por uno de sus puntos es un abierto de ésta. Muestre que el conjunto de todos los
conjuntos radialmente abiertos de R2 es una topoloǵıa sobre R2 y compárela con la topoloǵıa
usual

Clausura, interior, frontera

8. Sea X un espacio topológico y sean A, B ⊆ X. Entonces:
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(a) A = A;

(b) A ∪B = A ∪B;

(c) A ∩B ⊆ A ∩B;

(d) A ∩B ⊆ A ∩B cuando A es abierto;

(e) A \B ⊆ A \B.

(f)
⋃
αAα ⊆

⋃
αAα

¿Pueden ser estrictas las inclusiónes?

9. Sea X un espacio topológico y sea A ⊆ P(X). Entonces

(a)
⋃
A∈A intA ⊆ int

⋃
A∈AA y

(b) int
⋂
A∈AA ⊆

⋂
A∈A intA.

¿Pueden ser estrictas las inclusiones?

10. Sea X un espacio topológico y sea A ⊆ X. Entonces:

(a) int(X \A) = X \A;

(b) X \A = X \ intA.

11. Sea X un espacio topológico y sea A ⊆ X. Entonces:

(a) ∂A = A ∩X \A = A \ intA;

(b) X \ ∂A = intA ∪ int(X \A);

(c) A = A ∪ ∂A;

(d) intA = A \ ∂A;

(e) A es abierto sii A ∩ ∂A = ∅; y

(f) A es cerrado sii ∂A ⊆ A.

12. Considere el conjunto X = [0, 1] × [0, 1] con la topoloǵıa del orden lexicográfico y determine la
clausura y el interior de los siguientes subconjuntos de X.

(a) {(1/n, 0) : n ∈ N},
(b) {(1− 1/n, 1/2) : n ∈ N},
(c) {(x, 0) : 0 < x < 1},
(d) {(x, 1/2) : 0 < x < 1},
(e) {(1/2, y) : 0 < y < 1}.

13. * Sea X un espacio topológico y sea A ⊆ X. ¿Cuántos subconjuntos de X pueden obtenerse a
partir de A usando las operaciones de tomar interior, tomar clausura y tomar complemento?

14. Todo cerrado de R2 es la frontera de un subconjunto de R2.

Definiciones equivalentes

15. Sea X un conjunto. Un sistema de filtros de entornos F en X es una regla que a cada elemento
x ∈ X asigna una familia Fx ⊆ P(X) de manera que

(A1) si x ∈ X, Fx 6= ∅;
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(A2) si x ∈ X y A ∈ Fx, entonces x ∈ A;

(A3) si x ∈ X, A ∈ Fx y B ∈ P(X) son tales que A ⊆ B, entonces B ∈ Fx;

(A4) si x ∈ X y A, B ∈ Fx, entonces A ∩B ∈ Fx;

(A5) si x ∈ X y A ∈ Fx, entonces existe B ∈ Fx tal que B ⊆ A y B ∈ Fy para todo y ∈ B.

Probar que

(a) Si (X, τ) es un espacio topológico y para cada x ∈ X definimos

Fx = {A ∈ P(X) : existe U ∈ τ tal que x ∈ U ⊆ A},

entonces F es un sistema de filtros de entornos en X.

(b) Si F es un sistema de filtros de entornos en X y definimos

τ = {A ∈ P(X) : para todo x ∈ A es A ∈ Fx} ∪ {∅},

entonces τ es una topoloǵıa sobre X.

(c) Las construcciones del item 1 y del item 2 son inversas.

16. Sea X = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0}. Si p = (x, y) ∈ X con y > 0, sea

Fp = {Br(p) : 0 < r < y}

y si, en cambio p = (x, 0), sea

Fp = {Br(x, r) ∪ {p} : 0 < r}.

Entonces F genera un sistema de filtros de entornos en X. Si τ es la topoloǵıa correspondiente,
(X, τ) se llama plano de Moore. Describa las clausuras y los interiores de los subconjuntos de X.

17. Sea X un conjunto. Una función c : P(X)→ P(X) es un operador de clausura en X si

(A1) c(∅) = ∅;
(A2) si A ∈ P(X), entonces A ⊆ c(A);

(A3) si A ∈ P(X), entonces c(c(A)) = c(A);

(A4) si A, B ∈ P(X), entonces c(A ∪B) = c(A) ∪ c(B);

Probar que

(a) Si (X, τ) es un espacio topológico, entonces la función

c : A ∈ P(X) 7→ A ∈ P(X)

es un operador de clausura en X.

(b) Si c : P(X)→ P(X) es un operador de clausura en X, entonces el conjunto

τ = {U ∈ P(X) : c(X \ U) = X \ U}

es una topoloǵıa sobre X.

(c) Las construcciones del item 1 y del item 2 son inversas.
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18. Sea X un conjunto y sea B ⊆ X. Entonces la función

c : A ∈ P(X) 7→

{
∅ ∈ P(X) si A = ∅
A ∪B ∈ P(X) si A 6= ∅

es un operador de clausura en X. Describa los abiertos de la topoloǵıa correspondiente.

19. Encuentre una descripción como la del ejercicio 17 para topoloǵıas sobre un conjunto X basada
en un operador de interior i : P(X)→ P(X).

Bases y subbases

20. Sea {Tα}α∈A una colección de topoloǵıas en X. Probar que
⋂
α∈A Tα es una topoloǵıa en X.

¿Es
⋃
α∈A Tα una topoloǵıa en X?

21. Sea X un conjunto y A ⊆ P(X). Probar que existe una topoloǵıa σ(A) sobre X que cumple
que

• todo elemento de A es abierto para σ(A), y

• si τ es una topoloǵıa sobre X tal que todo elemento de A es abierto para τ , entonces
σ(A) ⊆ τ .

En otras palabras, σ(A) es la topoloǵıa menos fina que contiene a A (la ḿınima en el orden dado
por la inclusión). La topoloǵıa σ(A) es la topoloǵıa generada por A.

22. Describa la topoloǵıa generada por A = {{a}, {b, c}, {d}} sobre el conjunto X = {a, b, c, d}.

23. Sea K = {1/n ∈ R : n ∈ N} y consideremos los siguientes subconjuntos de P(R):

B1 = {(a, b) : a, b ∈ R, a < b},
B2 = {[a, b) : a, b ∈ R, a < b},
B3 = {(a, b] : a, b ∈ R, a < b},
B4 = B1 ∪ {B \K : B ∈ B1},
B5 = {(a,+∞) : a ∈ R},
B6 = {(−∞, a) : a ∈ R},

B7 = {B ∈ P(R) : R \B es finito}.

(a) Muestre que cada uno de B1, . . . , B7 es una base para una topoloǵıa en R y compare las
topoloǵıas correspondientes.

(b) Muestre que B5 ∪ B6 es una subbase para la topoloǵıa generada por B1.

(c) Determinar la clausura del conjunto K en cada una de las siete topoloǵıas.

24. Sea B = {(a, b) : a < b} ∪ {{n} : n ∈ Z} ⊆ P(R). Muestre que B es base de una topoloǵıa
sobre R. Describa el interior de los subconjuntos de R con respecto a ella.

Redes

25. Sea (X, T ) un espacio topológico. Probar que las redes convergentes verifican las siguientes
propiedades:

(a) Si (xα)α∈Λ es eventualmente constante, entonces (xα)α∈Λ converge a la constante.
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(b) Si (xα)α∈Λ converge a x, entonces toda sub-red de (xα)α∈Λ converge a x.

(c) Si (xα)α∈Λ verifica que toda sub-red tiene una sub-sub-red que converge a x, entonces
(xα)α∈Λ converge a x.

(d) Sean Λ un conjunto dirigido, y para cada α ∈ Λ sea Γα un conjunto dirigido. Supongamos
que para cada α ∈ Λ se tiene una red (xαk )k∈Γα

que converge a xα ∈ X, y que además
(xα)α∈Λ converge a x ∈ X. Consideremos Φ = Λ ×

∏
α∈Λ Γα ordenado por el orden

producto, esto es,

(α, (kβ)β∈Λ) ≥ (α′, (k′β)β∈Λ) ⇐⇒ α ≥ α′ y kβ ≥ k′β ∀β ∈ Λ.

Entonces la red (α, (kβ)β∈Λ) 7→ xαkα converge a x.

26. Sea (X, T ) un espacio topológico. Probar que

A = {x ∈ X : ∃(xα)α∈Λ ⊂ A, y xα → x}

27. Si (xα)α∈Λ es una red, decimos que x ∈ X es un punto de acumulación de la red si para todo
A ∈ Fx, el conjunto {α ∈ Λ : xα ∈ A} es cofinal en Λ. Probar que x es un punto de acumulación
de la red si y sólo si existe una subred de (xα)α∈Λ que converge a x.

Cerrados irreducibles y espacios noetherianos

28. Sea X un espacio topológico. Decimos que un conjunto cerrado F ⊆ X es irreducible si siempre
que F = F1 ∪ F2, con F1 y F2 subconjuntos cerrados de X, se tiene que F1 = F ó F2 = F .

(a) Si la topoloǵıa de X es la topoloǵıa cofinita de X y X es infinito, entonces X es irreducible.

(b) Sea A un anillo conmutativo. Probar que el conjunto de ideales primos de A, junto con A,
es subbase de una topoloǵıa en (el conjunto subyacente de) A y que los complementos de
los ideales primos son cerrados irreducibles para esa topoloǵıa.

(c) Si X es irreducible y U ⊆ X es abierto y no vaćıo, entonces U es denso en X.

29. Decimos que un espacio topológico X es noetheriano si siempre que tenemos una sucesión
decreciente de cerrados

F1 ⊇ F2 ⊇ · · · ⊇ Fi ⊇ Fi+1 ⊇ · · ·

existe i0 ∈ N tal que Fi = Fi0 para todo i ≥ i0.

Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es noetheriano.

(b) Toda familia no vaćıa de cerrados de X tiene un elemento minimal.

(c) Si
U1 ⊆ U2 ⊆ · · · ⊆ Ui ⊆ Ui+1 ⊆ · · ·

es una sucesión creciente de abiertos de X, entonces existe i0 ∈ N tal que Ui = Ui0 para
todo i ≥ i0.

(d) Toda familia no vaćıa de abiertos de X tiene un elemento maximal.

30. Sea X un espacio topológico noetheriano.

(a) Si F ⊆ X es cerrado, existen n ∈ N y cerrados irreducibles F1, . . . , Fn ⊆ X tales que
F = F1 ∪ · · · ∪ Fn.

(b) Si n, m ∈ N y F1, . . . , Fn, F ′
1, . . . , F ′

m ⊆ X son cerrados irreducibles tales que
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• Fi 6⊆ Fj si i, j ∈ {1, . . . , n} y i 6= j;

• F ′
i 6⊆ F ′

j si i, j ∈ {1, . . . ,m} y i 6= j; y

• F1 ∪ · · · ∪ Fn = F ′
1 ∪ · · · ∪ F ′

m,

entonces n = m y existe una permutación σ ∈ Sn tal que F ′
i = Fσ(i) para cada i ∈

{1, . . . , n}.
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