Topologia
Segundo cuatrimestre - 2011
Practica 1
Topologias

Ejemplos de topologias
1. Encuentre todas las topologias sobre conjuntos de a lo sumo cuatro elementos.

2. Sea X un conjunto.

(a) Sea 7 = {U € P(X) : X \U es finito} U {#}. Entonces 7 es una topologia sobre X, a
la que llamamos la topologia cofinita. Describa el interior, la clausura y la frontera de los
subconjuntos de X con respecto a esta topologia.

(b) Sea x un cardinal y sea
7. ={U € P(X) : X \ U tiene cardinal a lo sumo x} U {0}

Determine condiciones necesarias y suficientes sobre x para que 7, sea una topologia so-
bre X.

3. Sea X un conjunto no vacio y sea gy € X.

(a) {U eP(X):xz9g€U}U{D} es una topologia sobre X.
(b) {U eP(X):20 €U} U{X} es una topologia sobre X.

Describa el interior, la clausura y la frontera de los subconjuntos de X con respecto a cada una
de estas topologias.

4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea Y C X. Muestre que
v={UNY:Uer}

es una topologia sobre Y. Llamamos a 7y la topologia inducida por T sobre Y o la topologia
subespacio.

5. Sea X un conjunto infinito, sea o € X y sea 7 C P(X) el conjunto de las partes de X que
tienen complemento finito o que no contienen a xy. Muestre que 7 es una topologia y describa
sus cerrados.

6. Sea F el conjunto de todos los cerrados acotados de R en su topologia usual, junto con R.
Entonces existe una topologia en R para la cual F es el conjunto de todos los cerrados.

7. Digamos que un subconjunto U de R? es radialmente abierto si su interseccién con toda recta
que pasa por uno de sus puntos es un abierto de ésta. Muestre que el conjunto de todos los
conjuntos radialmente abiertos de R? es una topologia sobre R? y compdérela con la topologia
usual

Clausura, interior, frontera

8. Sea X un espacio topoldgico y sean A, B C X. Entonces:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(a) A=4;

(b) AUB=AUB;

(c) ANBC AN B;

(d) ANB C AN B cuando A es abierto;
(e) AN\BC A\B

() U, A € U, 4

iPueden ser estrictas las inclusidnes?

. Sea X un espacio topolégico y sea A C P(X). Entonces

(@) UgeaintACint(Jye g Ay
(b) intMN e A S NacyintA.

iPueden ser estrictas las inclusiones?

Sea X un espacio topoldgico y sea A C X. Entonces:
(a) int(X \ A) = X\ 4;

(b) X\ A=X\intA.

Sea X un espacio topolégico y sea A C X. Entonces:

)

)
(c) A= AUdA;
(d)

)

)

Considere el conjunto X = [0,1] x [0, 1] con la topologia del orden lexicogréfico y determine la
clausura y el interior de los siguientes subconjuntos de X.

(a) {(1/n,0):n €N},

(b) {(1—1/n 1/2) :n € N},
(c) {(z,0): 0 <z <1},

(d) {(z, 1/2) 0<z<1},
(e) {(1/2,9): 0 <y <1}

* Sea X un espacio topoldgico y sea A C X. jCudntos subconjuntos de X pueden obtenerse a
partir de A usando las operaciones de tomar interior, tomar clausura y tomar complemento?

Todo cerrado de R? es la frontera de un subconjunto de R2.

Definiciones equivalentes

Sea X un conjunto. Un sistema de filtros de entornos F en X es una regla que a cada elemento
x € X asigna una familia 7, C P(X) de manera que

(Al) siz e X, F, #0;
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(A2) size Xy Ac F,, entonces x € A;

(A3) size X, Ae F, y BeP(X) son tales que A C B, entonces B € F,;

(A4) sizx e Xy A B € F,, entonces AN B € Fy;

(A5) sixz € X y A € F,, entonces existe B € F, tal que BC Ay B € F, para todo y € B.

Probar que
(a) Si (X, 7) es un espacio topoldgico y para cada = € X definimos

={AecP(X): :existe U € T tal que x € U C A},

entonces F es un sistema de filtros de entornos en X.
(b) Si F es un sistema de filtros de entornos en X y definimos
T={A€P(X):paratodoxr € Aes A F,}U{D},

entonces 7 es una topologia sobre X.

(c) Las construcciones del item 1y del item 2 son inversas.

16. Sea X = {(z,y) e R? : y > 0}. Sip= (x,y) € X con y > 0, sea
Fp=A{B:(p): 0<r <y}

y si, en cambio p = (,0), sea
Fp={B(z,r)U{p}: 0 <r}.

Entonces F genera un sistema de filtros de entornos en X. Si 7 es la topologia correspondiente,
(X, 7) se llama plano de Moore. Describa las clausuras y los interiores de los subconjuntos de X.

17. Sea X un conjunto. Una funcién ¢ : P(X) — P(X) es un operador de clausura en X si

(A1) (D)

(A2) siAe P( ), entonces A C ¢(A);
(A3) si A € P(X), entonces c(c(A)) = c(A);
(A4)

A4) si A, B € P(X), entonces c(AU B) = c¢(A) U c¢(B);

Probar que
(a) Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces la funcién

c:AeP(X)—~AeP(X)

es un operador de clausura en X.
(b) Sic:P(X)— P(X) es un operador de clausura en X, entonces el conjunto

T={UeP(X):c(X\U) =X \U}

es una topologia sobre X.

(c) Las construcciones del item 1y del item 2 son inversas.
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18.

19.

20.

21.

22.
23.

24,

25.

Sea X un conjunto y sea B C X. Entonces la funcién

0eP(X) siA=10

CZAEP(X)H{AUBGP(X) S A0

es un operador de clausura en X. Describa los abiertos de la topologia correspondiente.

Encuentre una descripcién como la del ejercicio 17 para topologias sobre un conjunto X basada
en un operador de interior i : P(X) — P(X).

Bases y subbases

Sea {Ta}aca una coleccién de topologias en X. Probar que [, 4 7o es una topologia en X.
iEs Uqea T una topologia en X7

Sea X un conjunto y A C P(X). Probar que existe una topologia o(A) sobre X que cumple
que

e todo elemento de A es abierto para o(A), y

e si 7 es una topologia sobre X tal que todo elemento de A es abierto para 7, entonces

o(A) Cr.

En otras palabras, o(A) es la topologia menos fina que contiene a A (la minima en el orden dado
por la inclusién). La topologia o(.A) es la topologia generada por A.

Describa la topologia generada por A = {{a}, {b, c}, {d}} sobre el conjunto X = {a,b,c,d}.

Sea K = {1/n € R:n € N} y consideremos los siguientes subconjuntos de P(R):

By = {(a,b) : a,b €R, a < b},
By = {[a,b) : a,b € R, a < b},
Bs = {(a,b] : a,b € R, a < b},
By =B, U{B\ K:B¢€ B},
Bs = {(a,+0) : a € R},
Bs = {(—00,a) : a € R},
B = {B € P(R) : R\ B es finito}.
(a) Muestre que cada uno de By, ..., B; es una base para una topologia en R y compare las
topologias correspondientes.
(b) Muestre que Bs U Bg es una subbase para la topologia generada por 5;.
(c) Determinar la clausura del conjunto K en cada una de las siete topologias.

Sea B = {(a,b) : a < b} U{{n}:n € Z} C P(R). Muestre que B es base de una topologia
sobre R. Describa el interior de los subconjuntos de R con respecto a ella.

Redes

Sea (X, T) un espacio topoldgico. Probar que las redes convergentes verifican las siguientes
propiedades:

(a) Si (xa)aca es eventualmente constante, entonces (,)qaca cOnverge a la constante.
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(b) Si (za)aca converge a z, entonces toda sub-red de (x,)aca converge a x.

(c) Si (z4)aea verifica que toda sub-red tiene una sub-sub-red que converge a x, entonces
(Za)ach converge a x.

(d) Sean A un conjunto dirigido, y para cada a € A sea I', un conjunto dirigido. Supongamos
que para cada o € A se tiene una red (zf)rer, que converge a z® € X, y que ademds
(x*)qen converge a x € X. Consideremos ® = A x [, '« ordenado por el orden
producto, esto es,

a€A

(Oz, (k'B){?EA) > (O/, (k%)ﬂez\) = a> o y kﬁ > ]C;; Vﬂ € A.
Entonces la red (a, (kg)sen) — @, converge a z.

26. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Probar que

A={r € X: Ix0)acr CA, y xo — x}

27. Si (Za)aea €s una red, decimos que z € X es un punto de acumulacién de la red si para todo
A € Z,, el conjunto {a € A : z, € A} es cofinal en A. Probar que x es un punto de acumulacién
de la red si y sélo si existe una subred de (z,)aca que converge a x.

Cerrados irreducibles y espacios noetherianos

28. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que un conjunto cerrado F' C X es irreducible si siempre
que F'= F} U F5, con Fy y F5 subconjuntos cerrados de X, se tiene que Fy = F 6 Fo = F.
(a) Sila topologia de X es la topologia cofinita de X y X es infinito, entonces X es irreducible.

(b) Sea A un anillo conmutativo. Probar que el conjunto de ideales primos de A, junto con A,
es subbase de una topologia en (el conjunto subyacente de) A y que los complementos de
los ideales primos son cerrados irreducibles para esa topologia.

(c) Si X esirreducible y U C X es abierto y no vacio, entonces U es denso en X.
29. Decimos que un espacio topoldgico X es noetheriano si siempre que tenemos una sucesion
decreciente de cerrados
FoOR2---2F2F11 2
existe 49 € N tal que F; = Fj, para todo ¢ > ig.

Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es noetheriano.
(b) Toda familia no vacia de cerrados de X tiene un elemento minimal.

(c) Si
Ui CU,C---CU; CUsj41 C---

es una sucesion creciente de abiertos de X, entonces existe i9 € N tal que U; = U,, para
todo 7 > ig.

(d) Toda familia no vacia de abiertos de X tiene un elemento maximal.

30. Sea X un espacio topoldgico noetheriano.

(a) Si F C X es cerrado, existen n € N y cerrados irreducibles Fy, ..., F,, C X tales que
F=F,U---UF,.
(b) Sin,meNyFy, ..., F,, F{, ..., F/, C X son cerrados irreducibles tales que
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o F, Fjsii,je{l,...,n}yi#j;

o /L Fisidi,je{l,....mlyi#jy

e U---UF,=F/U---UF!,
entonces n = m y existe una permutacién o € S, tal que F} =
{1,...,n}.

w(i) Para cada i €
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