Teoria de Numeros - Practica 4
2do. Cuatrimestre 2011
Grupo de Clases, Teorema de Minkowski y Aplicaciones.

Por K denotaremos un cuerpo de niimeros. Dado un cuerpo K, su anillo de
enteros sera denotado Og.

1. ;Es Galoisiana la extension de Q dada por adjuntar una raiz del polinomio

34z +17

. Consideremos el grupo §(K) el grupo de ideales fraccionarios (no nulos)
de K. Definimos en F(K) la siguiente relacién de equivalencia: dados
a,b e F(K), a~bsiysolosiexiste « € K* tal que a = ba. Probar que
esto es una relacién de equivalencia, que §F(K)/ ~ es un grupo abeliano y
es isomorfo a Cl(Og) (donde Cl(Ok) denota el grupo de clases de Ok).

. Dado K un cuerpo de nimeros, probar que existe un cuerpo de nimeros
L que contienen a K tal que todo ideal de K se vuelve principal en L.
;Tiene L grupo de clases trivial?

. En este ejercicio probaremos el segundo caso del Teorema de Fermat para
primos regulares. La demostracién es similar al primer caso. Por £, de-
notamos una raiz p-ésima primitiva de 1. Supongamos que (xg, Yo, 20) €s
una solucién primitiva (i.e. coprimos dos a dos) de P + y? = zP con p un
primo regular. Denotemos por P al ideal P = (1 —¢&,).

(a) Probar que sin pérdida de generalidad podemos suponer que p | zg
pero p { zoyo. En tal caso probar que (como ideales)

(zo + Yo, : w0 + yo&)) =P

para todo par de elementos %, j tales que ¢ £ j (mod p).

(b) Deducir del {tem anterior que en la factorizacién de zf) +yf todos los
factores xg + §;y0 son divisibles por P a potencia uno salvo quizas
uno de ellos. M4s atin, probar que si P? divide a algiin elemento,
necesariamente es (xg + yo)-

(¢) Como en el primer caso, usando que p es regular, probar que si p 1

entonces )
zo + &Y

1-¢&,

donde a; € Z y u; es una unidad.

=a;u; (mod p)

(d) Siguiendo las cuentas del primer caso, concluir que 2z = 0 (mod p)
con lo cual p = 2.

5. Probar que:

o CI(Q[VIO0) = Z/2Z.



e Q[v/6] es un DIP.

o CI(Q[V223]) = 7,/31.

o CI(Q[V—14]) =2 Z/4Z.

o CI(Q[v/=21)) = Z/27 x 7.)2Z.

. Probar que el cuerpo Q[v/—6] tiene grupo de clases isomorfo a Z/2Z, y
que el cuerpo Q[v/—6, /2] es un DIP.

. Probar que si n € N entonces ’;—, > 2™ — 1. Deducir que toda extensién

de Q tiene un primo ramificado.

. Probar que todo reticulo es discreto (i.e. que no hay puntos de acumu-
lacién o equivalentemente que toda sucesion de Cauchy de elementos del
reticulo es constante a partir de un lugar).

. Veamos una aplicacién del Teorema de Minkowski para demostrar el Teo-
rema de Lagrange: todo nimero natural es suma de 4 cuadrados. Por la
férmula:

(@i 4o +as+a]) (Wi +u5 +ys+vi) = (211 + Tayo + T3ys + Tays)’
+(z1Y2 — Toy1 + T3ys — T4y3)?

+(21Y3 — Toys — T3Y1 + T4y2)?
+(z1Ya + T2ys — T3Y2 — Tay1)?,

basta probar que todo primo es suma de 4 cuadrados. Tomemos p un
primo impar (claramente 2 es suma de 4 cuadrados).

e Probar que existen enteros 7, s tales que 72 + s2 +1 =0 (mod p).
e Consideremos el reticulo

L = <(p? 07 07 0)’ (07p’ O’ O)’ (r7 87 170)’ (S’ _T, 07 ]‘)>'

Verificar que si v € L entonces v? + v3 + v3 +v3 =0 (mod p).

e Tomemos B = {(:cl,:cg,xg, ry) ER* Z?Zl r? < 2p} la bola de ra-

dio +/2p. Probar que B satisface las condiciones del Teorema de
Minkowski con lo existe v # 0 tal que v € LN B. Probar que v sirve.



