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PrACTICA &

1. Encontrar los valores maximo y minimo absolutos de f sobre el intervalo dado.

a) f(x)=3x>-12x+5 [0, 3]

b) f(x) = X+ % [1/2,2]
X
0 )= 5 [0,3]

2. En cada una de las siguientes funciones, hallar los intervalos de crecimiento y decrec-
imiento, los valores mdximo y minimo locales, los intervalos de concavidad y los puntos
de inflexién.

a) f(x)=2x>-3x>-12x
b) f(x) =xVx2+1
c) f(H)=sen’t 0<t<2n

d) f(x)=shx

3x-2
e) f(X)=x2—+1
VX

3. De una pieza de carton rectangular de lados a = 25 cm y b = 10 cm se cortan en las

esquinas cuadrados de lados x para hacer una caja. ;Cual es el valor de x que hace
maxima la capacidad de la caja?

4. a) Hallar dos nimeros positivos cuya suma sea 110 y su producto el mayor posible.

b) Hallar dos nimeros positivos cuyo producto sea 192 y su suma la minima posible.

5. Sea g una funcidn con derivada segunda y tal que que g(0) = 0. Si f es la funcion:

S0 = g(5:°) + xg(x)

Calcular f’(x) y probar que f tiene un extremo local en x = 0. Si ademds g es creciente y
su derivada no se anula nunca, clasificar el extremo.

6. Para las siguientes funciones, hallar los puntos criticos y analizar cudles de ellos son
maximos locales, minimos locales o puntos de ensilladura.

a) f(x,y)=Qx+1-y)
b) f(x,y)=x* -y —xy+3x+3y+1
c) f(x,y) = 10x* + 10y* + 12xy + 2x + 6y + 1
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10.

1.

12.

13.

d) flxy) = x> =y

e) f(x,y)=x>+y—3x

B fxy) =xy

g) f(x,y) = e’

h) f(x,y) =InQ2x* +y* + 2xy + 2x + 1)

i) flx,y) =x*e”

D foy) = ol 17+ s? (x,y) # (0,0)
si (x,) = (0,0)

Hallar los extremos de f14 en los casos siguientes

a) f(x,y) = xy(x - y)? A={(x,y)eR* /x>0, y>0}
b) f(x,y) = xy(x —y)* A={(x,y)eR* /x>0, y>0}
c) f(x,y)=2x*—xy+y*+7x A={(x,y)eR?/|x[ <3, |y <3}

Una empresa produce ventanas del mismo tipo en dos plantas distintas. La funcién con-
junta del costo de fabricacién es f(x,y) = x*+xy+2y*+700, donde x indica la cantidad de
unidades producida en la primer planta e y las unidades producidas en la segunda planta.
(Cuantas unidades se deben producir en cada planta a fin de minimizar los costos?

Hallar el punto de la pardbola y = 4x cuya distancia al (1,0) es minima. Resolver el
mismo problema reduciéndolo a trabajar con una funcién de una variable.

Hallar tres nlimeros positivos cuya suma sea 100 y cuyo producto sea minimo.

Hallar los maximos y minimos de la funcién f(x,y) = x* + y* — x> —y? + 1 dentro del
circulo unitario y en el borde.

Encontrar los extremos de f sujetos a las restricciones mencionadas
a) f(x,y)=x>—y X +yP =1
b) flx,y)=x-y X-yr=2
c) f(x,y) = x%y X +2?=6

Hallar los extremos locales de f|s en los siguientes casos

a) f:RZ—R , fx,y)=x*+y* , S={x2)/xeR}
b) f:R*—>R , fy=x+y" , S={xy/y=2}
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APENDICE: DEFINICIONES Y RESULTADOS
EXTREMOS LLIBRES

Extremos: maximos y minimos

Sea f: U CR" — R, U abierto, a € U. Se dice que en a

* f tiene un minimo local (resp.: estricto) si existe un ¢ > 0 tal que

f(@) < f(x) (resp.:  f(a) < f(x))

para todo x € B(a,9).

f(@)

* f tiene un mdximo local (resp.: estricto) si existe un ¢ > 0 tal que

f@ > f(x) (resp.:  f(a) > f(x))

para todo x € B(a, 9).

* f tiene un extremo local si tiene un maximo o un minimo local.
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* f tiene un punto critico o estacionario si f es diferenciable enay Vf(a) = 0.

* f tiene un punto de ensilladura si en a hay un punto critico que no es extremo.

Observacion

Si f:U cR"— Rtiene un extremo localenel puntoae Uy g : (—&,&) — R”" es una
curva tal que g(0) = a, entonces f o g tiene en 0 el mismo tipo de extremo y con el mismo valor
que f.

En consecuencia,

*  siexiste una curva g tal que g(0) = ay f o g no tiene extremo en 0, entonces f no tiene
extremo en a.

*  siexisten dos curvas g,, g, tales que g;(0) = a, f o g, tiene méximo localenOy fo g,
tiene minimo local en 0, entonces f no tiene extremo en a.

Proposicion
Sea f : U c R" — R diferenciable, U abierto. Todo punto donde hay un extremo de f es

punto critico.

Teorema

Sean f : U C R" — R de clase C?, U abierto y a € U un punto critico de f.

a) Si para todo x en un entorno de a, H f(x) es semidefinida negativa (resp.: positiva) entonces
f tiene un maximo (resp.: minimo) local en a.

b) Si Hf(a) es definida negativa (resp.: positiva) entonces f tiene un maximo (resp.: minimo)
local estricto en a.

c) Si f tiene un maximo (resp. minimo) local en a, entonces H f(a) es semidefinida negativa
(resp.: positiva).
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Teorema (Criterio de la derivada segunda)

Seaf:UC R? — R de clase C?, U abierto. En (a,b) € U hay un
* minimo local estricto si se cumplen las siguientes condiciones:
a) Vf(a,b)=0

62
b) %(a, b)>0

Pf Pf Pf ’
¢) det(MHf(a, b)) = (@(a, b))(a—yz(a, b)) - ( p ay(a,b)) >0

* mdximo local estricto si se cumplen las siguientes condiciones:

a) Vf(a,b)=0

82
b) j;(a, b) <0

(& O f O f :
¢) det(MH f(a,b)) = (ﬁ(a, b))(a—yz(a, b)) _ ( po 8y(a,b)) >0

* punto de ensilladura si det(MH f(a, b)) < 0.

ExTREMOS CONDICIONADOS

Teorema

Sea K € R" un conjunto compacto y f : K — R una funcién continua. Entonces, existen
puntos a, b € K tales que

f(@) < f(x) < f(b)

para todo x € K. Es decir, f alcanza su mdximo y su minimo valor en K.
MULTIPLICADORES DE LLAGRANGE

Teorema (Multiplicadores de Lagrange: una condicion)

Sean f,g : U C R" — R de clase C!, U abierto, S = {x e U / g(x) =0}yae S NnU.
Entonces, si
> Vg@@)#0 y
> fls : SNU — R tiene un extremo local en a
existe 4 € R tal que

Vf(a) = AVg(a)
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Proposicion

Si al restringir f a una superficie S tiene un un extremo en a, entonces V f(a) es perpendi-
culara § en a.

Teorema (Multiplicadores de Lagrange: m condiciones)

Sean f,g1,...,8n : U CR" — R de clase C', U abierto, m < n,
S=(xeU/g(x)=0,i=1,....m

yae S NU. Entonces, si
9gi :
> la matriz (a—g(a)) tiene rango m y
x .

> fls :SNU— R tiene un extremo local en a

existen A,...,4,, € R tales que
V@) =) AVg(a)
i=1
Notacion
Los nimeros Ay, ..., 4, se llaman multiplicadores de Lagrange y la funcién F : R" XR” — R
dada por

F(x,N) = f(x) = D Aigi(x)
i=1

se denomina funcion de Lagrange.



