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MAESTRIA EN EsTADiSTICA MATEMATICA SEGUNDO CUATRIMESTRE 2009

PrACTICA 6

1. Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones

a) f(x,y)=x*+2xy+y’x—1
b) f(x,y,2) =ye* +z
c) f(x,y) =senx

d) f(x, y, Z) = Xxyz + m
e) f(x,y,z) = z(cos(xy) + In(x*> + y*> + 1))
f) fx,y) = xe" "’

g) f(x,y) = cos(ye™)sen x + 2x

2. Calcular el gradiente en cada uno de los siguientes casos

a) f(x,y) =ysenx+ (x+2y)’
b) f(x,y) = ye* ¥

3. Estudiar la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad de las si-
guientes funciones en el origen:

x3—y3
—— 81 (x,¥) # (0,0

Q) fy) = ey S EVFO0
0 is (x,y) # (0,0)
T osiyz0

b) flx,y)=17Y
x sty=0

4. Hallar la ecuacion del plano tangente al grafico de la funcién en el punto indicado:

a) f(x.y) =32y + 52— en (0. )

b) f(x,y) =2xy + (3x* + 5y)* en (1,0)

5. Estudiar la diferenciabilidad de las siguientes funciones en los puntos que se indican y
escribir la ecuacion del plano tangente cuando éste exista.
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a) f(x,y)=xy+1- sen(%) en (1,5 yen (2,2)
b) f(x,y) = x/*y* en (16, 1)

. Calcular las derivadas parciales de segundo orden para las siguientes funciones, verifi-
cando la igualdad de las parciales mixtas en caso de ser de clase C2.

a) f(x,y) = Xy + e + arctg(x® — 2xy)

v
b) f(x,y,)=¢e"y+ ¢ + xysenz
X

¢) f(x,y,2) = Yyx*+y*+1Inz

2
. Sean f(u,v) = cos(uv) , u(x,y) = x+yyv(x,y) = x —y. Calcular % (f(u(x,y),v(x,y)))

(1) usando la regla de la cadena

(i1) sustituyendo

. Sean f(u,v) = u*> +v* + 4uy g(x,y) = xseny. Dadas,
ut) =1 -1 v(t) =sent  x(t)=sent  y(t)=t

Calcular d d
yr fu@®,v@) vy Eg(X(t),y(t))

a) usando la regla de la cadena

b) sustituyendo
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APENDICE: DEFINICIONES Y RESULTADOS

Derivada parcial

Sea U Cc R" abiertoy f: U — R. Si existe el limite

lfm S, oo xj+h oo x) = f(X, .00 Xy, Xy)
h—0 h

se dice que f es derivable respecto de x; en el punto x € U. OTRAS NOTACIONES:

U
5 (0 = 400 = Dif ()

Gradiente de un campo escalar

Sea U c R"abiertoy f : U — R derivable respecto de cada una de sus variables. El vector

0 0
Vfx) = —f() f(X)

se llama gradiente de f en x.

Proposicion

Sean U C R" abierto, f,g : U — R derivables respecto de x;ena € Uy a,f € R.
Entonces, las funciones af + g , fgy f/g (si g(a) # 0) son derivables respecto de x;enay se

tiene
0
0 L P ) 2o f()+ﬁ—()
J
0
(i) 2V @) = gy 2L (a)+f(a)—(a)
J
(/) %(a)g(a) - —(a)f(a)
(i) (a) = —2
x; g@)?
Diferenciabilidad

Las funciones derivables f : R — R tienen la propiedad de que cada punto de su grafico
(x0, f(xp)) admite una recta tangente; es decir, entre todas las rectas L : y = m(x—xo)+ f(xp) que
pasan por ese punto, hay s6lo una —la que tiene pendiente f’(xy)— que satisface que su grafico 'y
el de f estdn muy préximos cerca de xy,. Mds precisamente,

I J () = [f (o) (x = x0) + f(x0)]
im

XX X — Xo

=0
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Es decir, la diferencia entre la funcién f(x) y la recta f"(xo)(x — xo) + f(xo) tiende a O més
rapido que el incremento de la variable: x — x,

Esto nos permite aproximar (alrededor de xy) a una funcion derivable por una recta; esta
aproximacion serd mds precisa cuanto mas cerca estemos del punto xy.

Pretendemos generalizar esta situacion a funciones f : R> — R. En este caso, dado que
el grafico serd una superficie (en lugar de una curva), trataremos de ver qué condicion debe
cumplir la funcién en el punto (a, b) de modo de poder asegurar que, entre todos los planos que
pasan por el punto de su grafico (a, b, f(a, b)), haya uno que sea el que estd mas proximo al
gréfico de f cerca de (a, b).

A
V4
Plano tangente
Q
& | 4
: L----f
L 5 ; >

4

X P

P=(a,b) Q=(a,bf(a,b))

Cualquier plano (no vertical) que pase por (a, b, f(a, b)) tendrd ecuacién
z=alx—a)+py—-0b)+ f(a,b)

Necesitamos entonces encontrar a y § de modo que

o fE) -~ et - @)+ - b) + f@.b)] _
(xy)—(a.b) |(x —a,y—b)||

0

El hecho que este limite doble exista y sea nulo nos dice que, en particular,

i L0 —lex—a) + fb - b) + f(a.D)] _

o (x—a.b—D)| 0
y

oo f@9) ~ lata=a) + By~ b) + f@.b)] _

y—b (@ —a,y - b)l|

dado que si un limite doble existe, existen todos los limites radiales y valen lo mismo.
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Tenemos por tanto,

fla.y) =BGy =) + f(a, D)] _

. fx,b) —[a(x—a) + f(a,D)] _
m =

Ii 0 Iim 0
o x—ad Y0 y— bl
) x—a y-b . , . )
Teniendo en cuenta que | | e Ty tienen modulo 1, estos limites son equivalentes a
x—al |y-
- fb) = [a(x—a) + f(a,b)] _ - fla,y) = By = b) + fla,b)] _
lim =0 y lim =0
x—a X—a y—=b y=>b

Que pueden escribirse en la forma

lig L&D = fla.b) . fla,y) - f(a,b)
im -—a=0 y lim -

x—a XxX—a y—b y—b

B=0

Esto nos dice que deben existir las derivadas parciales de f en el punto y que los valores de
a 'y 8 son precisamente los de las derivadas parciales de f en el punto (a, b).

Resulta entonces que para que el plano ' que estamos buscando aproxime al grafico de f
cerca de (a, b) debera tener ecuacion

e= Y myc—-ay+ La by - b+ flab)
ox ay

Y en consecuencia, la condicion que debe cumplir f en el punto (a, b) para que esto pase es
que sea derivable parcialmente en el punto y que ademads

£(x,y) = f(a,b) = | (@ b)(x - a) + E(a, )y - )]
(9)lab) Ix = a,y = b

Decimos que toda funcién que cumpla esta condicion es diferenciable en (a,b). Resulta
entonces, andlogamente a lo que sucedia con las funciones derivables de una variable real, que
una funcién f : R? — R es diferenciable en un punto si y sélo si su grafico admite plano
tangente en dicho punto.

Plano tangente al grafico de una funcion

Sea U C R? abierto y f : U — R diferenciable en (a,b) € U. Entonces, el plano de

ecuacion 5 P
¢ = fab) + L p-a+ La by -b
ox ay

IEste plano se llama plano tangente al grifico de f en (a, b).
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se llama plano tangente al grdfico de f en (a,b).

La funcién T : R*> — R dada por

T(u,v) = Z—ﬁ(a, b)u+ %(a, byv=

es una transformacion lineal que satisface

f(x,}’)—f(a,b)— T(x_a’y_b) —

im 0
(ey)—(a.b) l(x —a,y = D)l

Se la llama diferencial de f en (a,b) y se la denota por
T =df(a,b)

para hacer referencia al nombre de la funcién y al punto donde se cumple la condicién de
diferenciabilidad. De esta forma, df(a,b) : R? — R es la dnica transformacién lineal que

o &) = fab) —df@bx-ay-b)
(xy)—(a.b) |(x —a,y—b)||

satisface

0

Vamos a generalizar ahora estas definiciones

Funcion diferenciable

Sea f: U cR" — R, U abierto, y Xy € U. Decimos que f es diferenciable en X si existe
una transformacion lineal 7 : R* — R tal que

. X)) = f(X) —T(xX—xp) _
m =

1i 0
XX [Ix — Xo|

O, equivalentemente,
o+ ) — f(xo) = T(h) _
lim =0
h—0 [[h|

Notacion

En caso de existir, la transformacion 7 de la definicién anterior resulta ser Unica y recibe el
nombre de diferencial de f en x. Se la denota

T =df(x)

Proposicion

Sean U c R" abierto, f,g : U — R diferenciables en Xy € U y @, € R. Entonces, las
funciones af + g, fgy f/g (si g(X¢) # 0) son diferenciables en X, y se tiene

(@) d(af +pg)(Xo) = adf(Xo) + Bdg(Xo)
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(i) d(fg)(Xo) = g(X0)df(Xo) + f(X0)dg(Xo)

(i) d(f/g)(%o) = [8(x0)d f (X0) — f(X0)dg(X0)]

1
(8(x0))?
Proposicion

Toda funcidn diferenciable es continua.

Regla de la cadena

Sean U C R" abierto, xo € Uy f : U — R diferenciable en x,.

* PRIMERA VERSION: Si g : (a,b) — U es derivable en 1) € (a, b) tal que g(¢y) = Xo, la funciéon
fog:(a,b) — Resderivableen ty y

(f o 8)(to) = df(g(to))(g (10)) =

Ejemplo
Sean f(x,y) = x>~y y g(f) = (sent, cos t). Ambas cumplen las hipétesis de diferenciabilidad
que requiere la regla de la cadena, por lo tanto

(fog)(t)=12sent,-3 cos’ 1) - (cost,—sent) = 2senzcost + 3 cos’tsen t

(De qué otra manera podria haber calculado (f o g)'(¢)?

* SEGUNDA VERSION: Si g : (a,b) — R es derivable en f(Xy) € (a,b) se tiene que g o f es
diferenciable en x( y

d(g o f)(x0) = &'(f(X0))d f(Xo)
esta es una igualdad entre funciones

Dicho en términos de gradientes se expresa en la forma

V(g o f)(Xg) = &' (f(X0))V f(Xp)

Ejemplo

Sean g(t) = ¢”y f(x,y) = x* +y. También en este caso ambas funciones cumplen las
hipétesis de la regla de la cadena, con lo cual

V(go )xy) = g MVFxy) = 77 2x, 1) = (14x ™7, 7¢77)



