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PrAcCTICA 4

1. Calcular los siguientes limites:

) 1 X -3x+2
R R

) (x+1)4—16)
b) Ilm ——
) )gn)l x2-5x+4

ViT2- V2

¢) im ——
x—0 X
o oVx+2-V2
d lim ——
x—3 X
. Vx+6--3
e) lim

=0 \Ax+4 -4

f) 1im Va -

x—1 l—\/}

2. Si lin} f(x) =2, ;es cierto que existe un entorno de 1 para el cual f(x) < 3?

.Y que existe un entorno de 1 para el cual f(x) < 2? Justificar
3. (Tiene sentido buscar un ¢ > 0 tal que:

a) 3x>=5x+1>0en(1=6,1+06)?

b) 1-x*>0en(}-5,1+06)

Si la respuesta es afirmativa, hallarlo.

4. Demostrar cada una de las siguientes afirmaciones empleando la definicion de limite.

. 2x
8) lim = =

4
5
b) lim 2.* — 6 = 12
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5. Calcular:

¢) lim log(x* + 3) — log(x? +2)
X—+00

log(1 + ¢*
d) Hmw

X—>+00

e) h’n})(l + x)l/tex

. e‘+senx
f) im ———
x—+o0e¥ + COS X

6. Encontrar el limite, si existe. Si no lo hay, explicar por qué.

a) lim [ x+4]
1
x—-4- x+4

. lx+4
b) 1
)x1—r>I—l4 x+4

o (=1
1
©) xl—r>Ill‘|x—1|

. (x—1)?
d) 1
UL

L1
e) lim ex
x—0~

x(e*—1)
lim ———
D palt | x|
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7. Para cada una de las siguientes funciones

¢ estudiarla en cada punto de su dominio

¢ en los puntos que no pertenezcan al dominio, definirla —si es posible— de modo que
resulte continua

1-x , |x<1
a) f(x)=
x=11 , |x|>1
sen x x<0
X
b) f(x) =
—x2+§x , x> 1
ser;x , x>0
X
c) f(x) =
2+1 ,x<0
2
sen(e“x) %<0
X
d) f(x) = {1 +2x)1~ ,0<x<1
-1
—_—+5 1
2 —4x+3 *

8. a) Probar que existe x € (1,2) tal que x> —3x+ 1 = 0.
b) Probar que existe x € R tal que cos x = x.
¢) Encontrar un nimero r tal que f(x) = x” — 100x* + 3x* + 12 tenga al menos una raiz

real en el intervalo (—r, r).

9. Analizar la existencia de los limites de las siguientes funciones en el origen:

D [ =
b) f(X,y) = xszyyz
o) fxy) = Se;”

d) f(x.y) = ysen(%)

X2

e) fx,y)= m

D f(x.y) = @ +y")sen(L)
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10. Probar por definicién que

a Iim x+y=1
)(x,y)—><1,0) Y

b) lim xy=-9
) (x)—(-1,9) Y

11. Analizar la continuidad de las siguientes funciones

sen(x —y) G
a) fxyy)=q X7V
1 si
2xy
b) flxy) =12 +)

c) f(x,y) =1l

st (x,y) #(0,0)

0 st (x,y) =(0,0)
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APENDICE: DEFINICIONES Y RESULTADOS

Campo escalar

Llamaremos campo escalar a cualquier funcién f : R" — R.

Limite — Continuidad

Limite
Sean f : A ¢ R — R un campo escalar, a € A y £ € R, decimos que el limite de f cuando

X tiende a a es { —y lo notamos lim f(x) = {— cuando para todo & > 0 existe 6 > 0 tal que
X—a

xeA y O<|x-all<o = |fx)-{<e¢

Pr OpOSiCién (Unicidad del limite)

Sea f : A € R" — R un campo escalar y a € A. Si lim f(x) = ¢, y lim f(x) = £,, entonces
X—a X—a
) =4

Proposicion

Sea f: A c R” — R un campo escalar,a € Ay @ € R. Si lim f(x) = £ > « (resp. £ < a),
entonces f(x) > « (resp. f(X) < @) para x en un entorno de a , X # a.

Proposicion

Sean f,g: ACR" — R,acAya,peR. Entonces, silim f(x) = £; y lim g(x) = &5,
(i) lim (af +Bg)0) = aly +BLs
(i) Iim f(x)g(x) = 616

(111) lg}l{g% = i—; (sitp, #0)

Proposicion

Sean f,g: A CR" — R, a € A tales que lim g(x) = Oy f es acotada en un entorno de
X—a
a € A. Entonces,

lim f(x)g(x) =0
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Proposicion

Sean f: A CR" —>Ryantalesquelimf(X):{’. Seane>0,h:({—¢g,{+e) — R
X—a
tal que h’rn[ h(y)=Lyg: (t — &ty +¢&) — B(a,r) tal que lim g(r) = a. Entonces,
y— =1

limho f(x) =L y lim fog(t)=1¢
X—a =1

Proposicion

Sea f : A c R2 — Ry a € A. Entonces, Iim f(x) = £ siy s6lo si
f(xn’ yn) —

para toda sucesion ((x,,y,)) C A, (x,, y,) # a, que converge a a.

Nora: lo mismo vale para A ¢ R” (m € N).

Corolario

Si ((x, 1)) » (4, v,,)) son dos sucesiones que convergen al punto (a, b) € R? para las cuales

JGwy) — 00y flun,v) — 4

con ¢{; # {,, entonces no existe el limite de f cuando (x,y) — (a, b).

Norta: 1o mismo vale en R” (m € N).

Proposicion (limite de una composicion)

Sean f : A — R, A c R” abierto y a € A tales que lim f(x) = £. Entonces,
X—a

(1) si la funcién h estd definida en un entorno del nimero ¢, toma valores en R y satisface
h’mg h(y) = L, se tiene
y—)

limho f(x) =L

(i1) si la trayectoria g esta definida en un entorno del ndmero ?, y satisface lim g(¢) = a, se
t—ty

tiene

lim fog(t) = ¢

=1
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Corolario

Sig,:(-1.1) — R"yg,:(-1,1) — R" satisfacen que
lim g,(r) = a =1im g,(?) y lim fog,(t) =4 # €, =1im fog,(?)
t—0 t—0 t—0 t—0

entonces no existe lim f(x).
X—a

Continuidad

Sea f: A C R" — R. Se dice que f es continua en a € A si lim f(x) = f(a).

Se dice que f es continua en A si es continua en cada uno de sus puntos.

Proposicion

Sean f : A C R" — Ry a € A. Entonces, f es continua en a si y solo si para todo € > 0
existe 0 > 0 tal que

xcA y |x-af<d = lfx) - fla)l <e

Proposicion

Sean f,g : A CR" — R continuasena € Ay @, € R. Entonces,
(1) af + Bg escontinuaen a
(i) fgescontinuaen a
(iii) g es continua en a siempre que g(a) # 0

(iv) sih: (f(a)—¢&, f(a) + &) — R es continua en f(a), h o f es continua en a.

Teorema (Bolzano)

Sea f : A — R continua y A C R” conexo por arcos. Si f toma un valor positivo y otro
negativo, entonces existe a € A tal que f(a) = 0.

Corolario

Sea f: A — R continuay A C R” conexo por arcos. Si f(x) # 0 para todo x € A, entonces

f>0 enA 0 f<0 enA
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Teorema (de los valores intermedios)

Sea f: A — R continuay A C R" conexo por arcos. Si f(X;) =a, f(X2) =bya<c<b,
entonces existe Xy € A tal que f(xg) = c.

Teorema (Weierstrass)

Sea f : K — R continuay K C R” compacto. Entonces f resulta acotada y ademds existen
X1, X, € K tales que

fx1) < f(x) < f(x2)

para todo x € K; es decir, f alcanza un valor maximo absoluto —f(x;)— y un valor minimo
absoluto —f(x,)— en el conjunto K.



