ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2011

PRACTICA 7: MEDIDAS ABSTRACTAS

Ejercicio 1. Probar que cada una de las siguientes ternas (X, .4, ) es un espacio de
medida. En cada caso encontrar todos los conjuntos de medida nula, calcular L'(u) y
caracterizar [y fdpu.

(a) Medida de contar: X = un conjunto, A = P(X), u(F) = #FE € NU{0, co}.

(b) Medida de contar pesada: dada una sucesién de nimeros {ai},cy € [0,00)
(llamados pesos), sean X =N, A =P(N) y u(E) := >, cpar.

(c) Medida delta: X = R", A es la sigma-algebra de los conjuntos medibles Lebesgue
y u =9, donde
1, 0eE,

5(E):{ 0, 0¢E.

(d) Medida de Lebesgue pesada: X = R", A es la sigma-dlgebra de los conjuntos
medibles Lebesgue y w : R™ — [0, 4+00) es una funcién medible (llamada peso) y

Ejercicio 2. Probar que toda medida p definida sobre (N, P(N)), es como la del item (b)
del ejercicio anterior para una sucesion de pesos (ag)i adecuada.

Ejercicio 3. Sea {ay; : k,j € N} C [0,+00) una sucesiéon doblemente indexada tal
que para cada k € N, la sucesién (ay j)jen es creciente y converge a un cierto niimero
ay, € [0,+00). Probar que,
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Ejercicio 4. Un espacio (X, X, u) se dice de medida completa si dado Z € ¥ tal que
w(Z) =0, paracada Y C Z resulta Y € ¥ y u(Y) = 0. En este caso, probar que:

(a) Si Z1 €%, Z1AZy € Xy u(Z1AZ3) = 0, entonces Zy € X.

(b) Si f es medible y f = g a.e., entonces g es medible.

Ejercicio 5. Sea (X, A) un espacio medible y p: A — [0,400) una funcién de conjuntos
tal que:

(i) Si A, B € A son disjuntos, entonces (AU B) = p(A) + u(B),

(i) Si{A,:neN}C Ay A, \ 0, entonces lim,, u(Ay,) = 0.



Probar que i es una medida.

Ejercicio 6. (Pushforward de una medida). Sea (X, .A) un espacio medible y ¢ una medida
(no negativa) y finita sobre X. Sea F' : X — R™ una funcién medible. Probar que la
férmula,

define una medida sobre la sigma-algebra de Borel de R™ tal que para toda funcién Borel
medible f: R" — R no negativa vale que,

fdup = / fo Fdp.
Rn X

Concluir que una funcién Borel medible f : R™ — R es integrable para pup siy sélosi foF
es integrable para p y que, en este caso, fR" fdup = fX foFdu.

Ejercicio 7. Sea (X, X, 1) un espacio de medida positiva y finita. Sean f € L'(X,u) y
S C C cerrado tal que ﬁfE fdu € S para todo E € ¥ con p(F) > 0. Probar que

f(z) € S, para casi todo = (respecto de p).

Ejercicio 8. Sea v una medida con signo sobre el espacio medible (X, ¥). Sean A un
conjunto positivo y B un conjunto negativo con respecto a v tales que: X = AUB y
ANB = ¢. Dado F € ¥, probar:

(a) vT(E)=v(ENA)=sup{v(H): HC E,H € X},
(b) —v(E)=v(ENB)=inf{v(H): HC E,H € ¥}.

Ejercicio 9. Sean (X, 3, 1) un espacio de medida, f tal que existe [y fduy v(E) = [, fdu
(E € ¥). Probar que:

(a) v (B) = [, frdu (B e ),
(b) v (E) = [ f~dp (B € %)
Ejercicio 10.
(a) Sean A\ y p medidas sobre (X,Y) y A(X) < co. Probar que

ALy & Vex>0,30=0>)>0: pE)<d = ME)<e
(b) Mostrar que sin la hipétesis A(X) < oo (a) puede ser falso.

Ejercicio 11. Sean (X, X1, ) un espacio de medida finita y f € L'(X, ). Sea ¥y una
o—algebra de subconjuntos de X tal que Yo C ¥7.

(a) Sipp(B) = [5fdu (B € Xg), entonces g define una medida con signo sobre Yo,
absolutamente continua con respecto a p. Deducir que existe g 3o—medible tal que:

/deuz/Bgdu (B e %),



(b) Si¥y = {¢, B, B¢ X} paraalgin B € ¥, determinar la funcién g del inciso anterior.

Ejercicio 12. Sean X un conjunto y Aj,..., Ay subconjuntos disjuntos de X tal que
UN  A; = X. Sea ¥ la 0—4algebra generada por {A1, ..., Ay}. Probar que,

(a) B € X siy solo si existen iy, ...,1i tales que B = U?ZIA,-]..

(b) Caracterizar las funciones o— medibles.

Ejercicio 13. Para cada uno de los siguientes espacios medibles (X, .4) y medidas A, p.
Decidir si A < p y en caso de ser posible hallar una funcién densidad.

(a) X =R", A= sigma-élgebra de Lebesgue, u = medida de Lebesgue y A = ¢.

(b) X = R", A = sigma-dlgebra de Lebesgue, A = medida de Lebesgue y ;1 = medida
de contar. ;Contradicen sus conclusiones el Teorema de Radon Nikodym?

(¢) X =N, A=P(N), A = medida de contar, y = medida de contar con pesos a; = 1/2*.

Ejercicio 14. Sean (X,X) un espacio de medida, p una medida finita y v una medida
signada definidas en 3, tales que v < pu.

(a) Probar que existe una funcién g € L'(u) tal que
/fdl/ = /fgdu ,Vf medible y tal que /fdu existe.

(b) Probar que {x € X : g(z) > 0} y {x € X : g(z) < 0} son respectivamente un
conjunto positivo y uno negativo para v.

Ejercicio 15. (Descomposicién polar de una medida compleja). Sean (X,.4) un espacio

medible y A : A — C una medida compleja. Llamemos || a su variacién. Probar que
existe una funcién medible p : X — C tal que,

)\(E)—[Epd])\], (E € A).

Probar que [p| = 1 en casi todo punto y luego, |[y fdA| < [y |f|d|A|, para toda f €

LL(A)-

Ejercicio 16. Sean p una medida de Borel finita sobre R y m la medida de Lebesgue
unidimensional. Definimos f(z) = p((—o00,z]), —oo < x < 400.

(a) Pruebe que f es mondtona creciente, pu((a,b]) = f(b) — f(a), f es continua por la
derecha y lim,,_ f(z) = 0.

(b) Pruebe que p es absolutamente continua respecto de m si y sélo si f es una funcién
dp

absolutamente continua. Muestre que en ese caso, 7= = f'.

(c) Pruebe que p es singular respecto m si y sélo si f/ = 0 a.e. (sugerencia: considere un
argumento similiar al usado para probar que las funciones monétonas son derivables
en casi todo punto).



