ANALISIS COMPLEJO
Segundo Cuatrimestre — 2011

Préctica 7: Funciones meromorfas, productos infinitos
y automorfismos

Sucesiones de funciones meromorfas

1.1. 1. Mostrar que

2

Z 1 S
= (z—n)?  sen?mz’

Sugerencia.

e Observar que ambos miembros de la igualdad son funciones meromorfas en C, perié-
dicas de periodo 1 y con polos de orden 2 en todos los enteros.

o Verificar, ademds, que en cada entero 1, la parte singular de cada una de las funciones

es ﬁ, de manera que la diferencia entre ambos miembros es una funcién cuyas

tnicas singularidades resultan evitables.
e Probar que esta diferencia es una funcién acotada.

2. Utilizando el resultado anterior, calcular } > ; % y Yo %

1.2. Mostrar que

+°° 2z
> 2 _ .2
z =z°—n

= mcotg(mz).

1.3. Sea f una funcién meromorfa con polos simples en los puntos 4y, ay, ...
con 0 < |a1]| < |ap| < ...y limy_e0a, = 00,y sea A, el residuo de f en ay,.

(a) Probar que existe una sucesion (7,),eny C Rg tal que limy o0 7y = +00y
f no tiene singularidades sobre S, = {z € C: |z| = ry}.

(b) Probar que si I|m sup‘f( ‘ = 0, entonces
®zeS,
1
0 =FO+ T 405+ 1)
neN Z— fn a”
Sugerencia. Calcular |imy—co 707 f{\z\:r,,} w{;%)z)dw.

Productos infinitos

2.1. Mostrar que
@ TIy, (1- )
(0) TTio (1 +2%")

NI—=

=.sifz] < L
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2.2. Demostrar que el producto [T ;(1 — z") define una funcién holomorfa
en B1(0).

2.3. Probar que el producto
ﬁ n?z —1
Lo n?z 41

define una funcién holomorfa en {z € C : Re(z) > 0}. Determinar los ceros
de esta funcién y sus multiplicidades.

2.4. Probar que el producto
= z

}:[l cos (2—”)
define una funcién entera. Encontrar sus ceros y sus multiplicidades.
2.5. Demostrar que el producto

£ (1+2)e

n=1
define una funcién entera.

2.6. Sea g(z) = sen(7z). Teniendo en cuenta que ‘g ((ZZ)) = rrecotg(7rz), mostrar

que

sen(7mz) = ﬁ <1 — fli)rcz.

n=1
Funciones holomorfas con ceros prefijados en la bola
unidad
3.1. (a) Probar quesia,z€ Cyr e Rtalesque0 < |a| <1y |z| <r <1,

entonces

a+lalz
(1—az)a

< 1+r_
—1-r

(b) Demostrar que si (4, ),en es una sucesion en C tal que 0 < |a,| < 1 para
todon € Ny Y° (1 —a,|) < oo, entonces el producto

1y Al (an —2)
f(Z)_r]l;[l '(1_@2)

an

define una funcién holomorfa en B;(0) tal que |f(z)| < 1 para todo
z € B1(0). ;Cuales son los ceros de f?

3.2. Mostrar que existe una funcién holomorfa f : B1(0) — C que no se
extiende de manera holomorfa a ningtin abierto conexo que contenga a By (0)
propiamente.

Sugerencia. Usar el ejercicio anterior.
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Automorfismos

4.1. (a) Probar que si f : B1(0) — B1(0) es un automorfismo que satisface
£(0) = 0, entonces existe 6 € R tal que f(z) = ¢’z para todo z € B;(0).
(b) Demostrar que una funcién holomorfa f : B;(0) — B;1(0) es automorfis-
mo si y solo si existen § € Ry o € By(0) tales que para todo z € B;(0)
es

0 Z— N
261977.
az —1

f(2)

4.2. (a) Sea ' = {z € C:Im(z) > 0} el semiplano superior. Probar que una
funcién holomorfa f : 7 — S es un automorfismo si y sélo si existen
a,b,c,d € R con ad — bc > 0 tales que para todo z € S es

_az+b
Ccz4d

f(z)

(b) ¢Cudles son los automorfismos del semiplano inferior?
4.3. Describir los automorfismos de .¢ = {z € C : Im(z) > 0,Re(z) > 0}.
4-4- Describir los automorfismos de C.

4.5. Sean () C C un abierto simplemente conexo del plano, f, g: Q2 — Q dos
automorfismos y a y b dos puntos distintos de (). Probar que si f(a) = g(a) y

f(b) = g(b), entonces f = g.

4.6. Describir los automorfismos de C* = C\ {0} estudiando sus desarrollos
de Laurent alrededor de 0.

Funcién zeta de Riemann y funcién Gamma

5.1. Funcién Zeta de Riemann.

(a) Probar que la serie
|
{(s) = Z s
n=1 n

converge absoluta y uniformemente sobre cada compacto del semiplano
{s € C:Res > 1}. La funcién que define es la funcién Zeta de Riemann.

(b) Probar que si Re(s) > 1 entonces

(1-2%)= Y n

n impar

(c) Probar quesipy, p2,..., Pu, ... eslasucesion creciente formada por todos
los primos positivos, entonces

o) =] —

nzll—p;S‘
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5.2. Funcién Gamma.
Se define la funcién gamma en {z € C : Re(z) > 0} como:

I(z) :/Oooe—ftz—ldt.

(a) Probar que I'(z) es holomorfaen {z € C: Re(z) > 0} y que alli se verifica:
I'(z) = /000 e ' Llog tdt.

(b) Mostrar que I'(1) = 1y que si Re(z) > 0, se tiene I'(z+ 1) = zI'(z).

Deducir de ello que I'(n) = (n — 1)! para todo n € N.
(c) Sea z > 0. Mostrar que para todos t € Ry n € Ntales que 0 <t <nes

et — (1—%)71 <

y, usando esto, que

€7t+1t2
2n '

I(z) = lim On (1 - f)ntH dt.

n—oo n

(d) Integrando por partes 1 veces en esta tltima expresion, mostrar que

(e) Sea 7 la constante de Euler, definida por
= lim 1S log(n)
TR T o ol

Mostrar que

I'(z) = evzf{(kf—z)ei' (1)

(f) Mostrar que esta igualdad vale para todo z € {z € C: Re(z) > 0}.

(¢) La identidad (1) nos da una prolongacién analitica para I' al abierto
C\{0,—1,-2,...}. Mostrar que todo z € C\ Z vale que

T(ZI(1—z) = 2

sen(7z)’
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