ANALISIS COMPLEJO
Segundo Cuatrimestre — 2011

Practica 6: Singularidades y teoria de residuos

Singularidades

1.1. Sea f(z) = m Encontrar el desarrollo en serie de Laurent de f
en cada uno de los siguientes anillos:

(@) {zeC:0< |z| <1}, (d{zeC:0<|z—1]| <1};
(b) {zeC:1< |z| <2}; () {zeC:1<|z—1]};
(c {zeC:2< |z} H{zeC:1<|z—-2| <2}

. . o Z
1.2. Determinar el coeficiente de z en el desarrollo de Laurent de Zej en el

anillo {z € C: |z| > 1}.
1.3. Sea A € C.Si0 < |z| < oo, probar que

1 1 > 1
e%)\(zJﬁl) =ay+ 2 an(zn + 271)

n=1

_ 1 7™ _Acost
cona, =5 [y e cosntdt paran > 0.

1.4. Determinar qué tipo de singularidad tiene cada una de las siguientes
funciones f en 0. Cuando sea evitable, definir f(0) de modo que f resulte
holomorfa en 0; cuando sea un polo, determinar su orden y hallar la parte
singular.

@) f(z) = =0; @) f(z) = e%; ® f(z) = 2
(b) f(z) = <2 (e) f(z) = 'o8CHL;
(0) f(z) = <2, () f(z) = Zcos; h) f(z) = 2.

1.5. (Es 0 una singularidad esencial de la funcién que define la siguiente serie
de Laurent?
1 1 1 1 z z"

ot — R e R TR ==,

zh ozl z

1.6. Sea f una funcién holomorfa en C\ {7,2i}. Probar que si f tiene singu-
laridades no evitables en z = i y en z = 2i, entonces el desarrollo en serie de
Laurent de f en {z € C : 1 < |z| < 2} tiene infinitos términos negativos e
infinitos términos positivos no nulos.

1.7. (a) Probar que z es un cero de orden k de una funcién f siy sélo si es
un polo de orden k de Jl(
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(b) Si zp es un cero (polo) de orden k de f y un cero (polo) de orden k de g,
¢qué clase de singularidad de g es zg?

(c) Si zp es una singularidad esencial de f y un polo de g, ;qué tipo de
singularidad tienen fgy (Jg: en zg?

1.8. Si zg es una singularidad evitable, un polo o una singularidad esencial de
la funcién f, determinar qué tipo de singularidad tiene la funcién ef en z.

1.9. Sea

a4+ mz+ap
Cobpz'+ b1zt by

f(z)

De acuerdo con el grado de los polinomios, jqué tipo de singularidad tiene f
en oo?

1.10. Clasificar las singularidades de las siguientes funciones en C y determi-
nar, cuando corresponda, el orden de sus polos.

(@) f(z) = ezfz#; d) f(z) = %; Q) flz) = %;
() f(z) = cos(z)e 2 (@) f(z) =sen () (W) f(2) = g
1

(©) f(z) = o5 +ze; () flz) =eT;

1.11. Sea f una funcién entera. Probar que:

(a) f tiene una singularidad evitable en co si y s6lo si f es constante,
(b) f tiene un polo de orden 1 en oo siy sélo si f es un polinomio de grado n.

(c) Concluir que una funcién g es racional si y sélo si g tiene un ntmero
finito de polos en C.

1.12. Probar que si f : C — C es entera y biyectiva, entonces existen a, b € C
con a # 0 tales que f(z) = az+ b para todo z € C.

Célculo de residuos

2.1. Calcular los residuos de f en cada una de sus singularidades aisladas en
C:

@) f(z) = zz(z%l) (b) f(z) = Hsenz, (©) f(z) =z°cos 1.

2.2. (1) Probar que si a un polo de orden m de f y si g(z) = (z —a)"f(z),
entonces

im g1 ().

—a

1
Res(f, ll) = WZ!
(b) Sia es un polo simple de f, entonces

Res(f,a) = lim (z — a) f(2).

= lim
z—a
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2.3. Sea f una funcién meromorfa en un abierto (2, sea ¢ holomorfa en Q) y
sea a € (). Probar que:
(a) Sia es un polo simple de f, entonces Res(fg,a) = Res(f,a)g(a).
(b) Si a es un cero de orden m de f, entonces a es un polo simple de fT/ y
Res(J} ,a) = m.

£
f

(c) Si a es un polo de orden m de f, entonces a es un polo simple de
£oa) = —
Res( Foa a) = —m.

(d) Si a es un cero de orden m de f, entonces a es un polo simple de il fg

Res(ff—g,a) = mg(a).

2.4. Calcular los siguientes residuos:

(a) = 1)2 enz=0,1; (b) S952-1 o 7 = ; (c

senz—z en z = 7Ii.

1+ez

2.5. Sea C la circunferencia {z € C : |z| = 2} recorrida en el sentido positivo.
Calcular:

@ Jo 7774z 1) [o &3 dz © Jo eripiy

2.6. Sea f : C — C entera y sea 7y una curva como en la figura

&)

Probar que si 7y no se anula sobre ¢ y f 2L i6) dz = 0, entonces f no se anula

en el interior de 7.

2.7. Para 0 < a < 1 calcular fj;o 1‘1;( dx integrando, para cada R > 0, en el

rectdngulo de altura 27ti

27ti

R R

y tomando limite cuando R — oo.

2.8. (1) Sea Q : C — C una funcién racional sin polos reales. Mostrar que si
lim|;| 00 2Q(z) = 0, entonces

/ Q(x)dx = 2mi ) _Res(Q, z),
—oo =
donde la suma se toma sobre todos los polos z; de Q con parte imaginaria

positiva.
(b) Calcular:
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. [} 1 . .. [ x2 X [} x2
i) |7 g dx (i) [7, a0 dx (i) [y sy dx-

2.9. (a) Sea Q: C — C una funcién racional sin polos reales para la cual se
tiene que lim|;|_,,, Q(z) = 0. Probar que

V. p. /j:o Q(x)e* dx = ZﬂiZReS(Q(Z)EiZ,Zi),

zZj

donde la suma se toma sobre todos los polos z; de Q con parte imaginaria
positiva.
(b) Calcular:

: ®©  cosx . i ® xsenx
W o Fidy (i) Jo" JFH dx.

2.10. (1) Sea Q : C — C una funcién racional sin polos reales, salvo por el
origen, en donde tiene un polo simple. Probar que si Iim|;|_,, Q(z) =0,
entonces

Ifm (/Rr Q(x)e™* dx + /rR Q(x)e’™ dx)

R—+o0 _
r—0
r>0
= 7iRes(Q(z)e”,0) +27i ) _Res(Q(z)e”, z;),

Zi

donde la suma se toma sobre todos los polos z; de Q con parte imaginaria
positiva.

Sugerencia. Integrar sobre curvas como la siguiente, tomando luego los limites R — 400y
r—0:

(b) Mostrar que

) —r ez’x oo ez’x ’
[fim / —dx+ —dx ) =mi
r—0 —0 X r X

r>0

y deducir que
" sen x T
/O o dx = E

In x
x%+a?

2.11. Para cada a € R\ {0}, mostrar que la integral fooo
calcularla.

dx converge y

Sugerencia. Integrar sobre curvas similares al ejercicio anterior
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2.12. (a) Sea Q : C — C una funci6n racional sin polos en [0, +0) y fijemos
€ (0,1). Si lim;—0 Q(z) = 0, mostrar que

. +00 Q(
-2
1—e 7TllX) 5 o _anZRS< o 1>,

donde la rama elegida de z* es la obtenida tomando el argumento de z
n (0,27).

Sugerencia. Integrar a lo largo de la siguiente curva

N

y luego tomar los limites R — +oc0, ¥ = 0y e — 0.

(b) Calcular las siguientes integrales:
(l) fOOO ﬁ%l) dx ;
@) Ji7™ sy

(iii) fo X;{x dx.

2.13. (a) Sea Q : C?> — C una funcién racional tal que el denominador no se
anula sobre la circunferencia de centro 0 y radio 1, ysea R: C — C la
funcién definida por

1 _1
R(z)—lg(zzazzlz).

Mostrar que

/027r Q(cosx,senx)dx =27 ) Res(R(z),z).

‘Z,‘|<1

Sugerencia. Integrar sobre la curva {z € C : |z| = 1}, parametrizada por z = ¢*,0 < x < 27.

(b) Sean a, b E R. Calcular:
(i) f a+senx, com |a| > 1;

(ii) f a+bcosx)2 con0<b<a;

cos(2x)
(iii) [y T 2rccerra dx con fa| < 1.
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Teorema de Rouché y residuos en el infinito

3.14. Sea 7 el rectingulo de vértices 0, 1, 1 + 27 y 2i recorrido en sentido
positivo, y sea f una funcién meromorfa en C tal que f(z+2i) = f(z) y
f(z+1) = f(z) para todo z € C. Probar que si f no tiene polos ni ceros sobre
7, la cantidad de ceros de f en el interior de <y es igual a la cantidad de polos
de f en el interior de  (contados con multiplicidad).

2i 1+2i

1

3.15. Mostrar que el polinomio p(z) = 2z° + 7z — 1 tiene una raiz real positiva
de médulo menor que 1. Probar también que el resto de sus raices estan en
{zeC:1<|z| <2}

3.16. Mostrar que el polinomio p(z) = z° + 15z + 1 = 0 tiene una tnica raiz
en el conjunto {z € C: |z| < 3}. ;Tiene alguna raiz en {z € C: |z > 2}?

3.17. Sia € R tal que & > 1, probar que la ecuacién
2" TF =1
tiene exactamente 1 raices en {z € C: |z| < 1}.

3.18. Calcular los residuos en co de las siguientes funciones:

@ f&) = o5z ) fz) =

e
(14z)z"

3.19. Sea C la circunferencia {z € C : |z| = 2} recorrida en el sentido positivo.
Calcular:

2,2, el
@ [o =5 dz ) [o <5 da.
Aplicaciones

4.20. Sea O =C\ [-1,1] ysea f : ) — C la funcién dada por

flz) = tog “ 1

con la rama del logaritmo definida en C\ R<q y tal que logr € R para todo
r > 0. Calcular [ f(z)dz, siendo C es la circunferencia {z € C : |z| = 2}
recorrida en sentido positivo.

4.21. Sea f una funcién holomorfa alrededor de zy. Probar que f es inyectiva
en algun entorno de zg si 'y s6lo si f/(zp) # 0.
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4.22. Sea f una funcién holomorfa e inyectiva en la bola Bg(a) de centro a y
radio R. Sea r tal que 0 < r < Ry sea v = 0B, (a), orientada positivamente.
Probar que para todo w € f(B(a,r)) se tiene que

_ 1 zf'(z)
f 1(w)—ﬁ[rf7<z)_wdz.

4.23. Sea f una funcién holomorfa en el abierto A = {z € C: |z| < r} que no
es constante y tal que f(0) = 0. Probar que existe un entorno () de 0 contenido
en A y una funcién g : O — C holomorfa e inyectiva tal que g(Q) = {|z| < s}

para algin s y f(z) = g(z)™t(f0) para todo z € Q.
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