ANALISIS COMPLEJO
Segundo Cuatrimestre — 2011

Préctica 4: Integrales

1. Calcular
= . it
(a) [, Zdzparay:te€[0,2nr] — e €C.
o | ” |z|>zdz si 7y es la curva, que comienza y termina en el origen, de la
siguiente figura:

i

0 1
2. Sea 1y : [a,b] — C una curva, y definamos la curva
—y:t€abl—ya+b—t)eC
Mostrar que

/ﬂf(z)dz:—[yf(z)dz.

3. Seana € C\ {0},bcC,yseaT:z€ Craz+b e C.Probar quesic € C
y v es una curva en C \ {c}, entonces

/ dz _/ dz
Toyz—T(c) Jyz—c

4. Si 7y esla curva

-1 1

mostrar que

‘/ sen(z) dz‘ < n1+e.
Sy 2

72

5. Para cada r > O sea v, : t € [0,71] + reft € C. Mostrar que

iz
lim / Cdz=o0.

r—r+00 z
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6. Si v la curva del ejercicio 4, calcular | ., cos(z) dz.

7. Sean r > 0, sean a, b € C tales que |b —a| # r y consideremos la curva
y:te0,2m] — a+ret € C.
(a) Calcular fv(z —b)"dz paracadan € Z\ {—1}.

(b) Si b —a| <1, probar que [, 2% = 27i.

z

: dz _
(c) Si |b—a| > r, probar que [, ;% =0.

z

8. Sea f = u + iv una funcién continua en una regién R C C y sea C un arco
contenido en R y parametrizado por (x(t),y(t)) en el intervalo [a, b]. Probar
que:

@z = § luGey)dx o y)dy] +i [, v)dy +o(x,y)dx]

Deducir de ello que las propiedades de invariancia de las integrales comple-
jas son consecuencia de las correspondientes propiedades de las integrales
curvilineas.

9. Sea (3 C C un abierto, sean f;, : O — C, paracadan € N,y f : Q = C
funciones. Sea ademds v C () una curva en Q. Si f;, — f uniformemente
sobre (), probar que | o fn(z)dz — / . f(2) dz, siempre que todas las integrales
involucradas tengan sentido.

10. Sea 7y : t € [0,27] — acost +ibsent € C, de manera que la imagen de v

es la elipse de ecuaciéon
22
!
a2 = b2

Calcular | y % y deducir de ello que

/2” dt _2n
0o a?cos?t+b2sen2t ab’

11. Sea v : [4,b] — C una curva y sea w € C tal que w ¢ 1. Sea n(y,w) el
indice de la curva -y con respecto a w. Probar las siguientes afirmaciones:

e Si —v es la curva del ejercicio 2, entonces (7, w) = —y(—7,w).

o Si M = maxc[pp [7(t)| y [w] > M, entonces 17(y, w) = 0.

e La funciéon i, : w € C\ v — 7(y,w) € R es continua.

e La funcién i, es constante en cada componente conexa de C \ 7.

12. Determinar el valor de | N 1izz 5

renciables, simples, cerradas y no pasan por =i.

para todas las curvas y en C que son dife-

13. Evaluar la integral

z
/e—dz
v Z
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para cada una de las siguientes curvas 7:

< A
’N @) W

14. Sea vy : [a,b] — C una curva diferenciable a trozos y sea () C C un abierto.
Sea ¢ : v x (0 = C una funcién continua y sea g : {2 — C la funcién tal que
8(z) = [, ¢(w,z) dw para cada z € Q.

(a) Probar que la funcién g es continua.
(b) Supongamos que:

e para todo w € 7 la funcién ¢(w, —) : QO — C es holomorfa y

o dg(w,z) ti
oz €es continua en w y z,

Probar que entonces ¢ es holomorfa y §'(z) = . " a(’](azg’z) dw.

15. Sean 7 : [2,b] — C una curva diferenciable a trozos y sea f : Im(y) — C
una funcién continua. Sea g : C\ Im(y) — C la funcién tal que

g(z) = / 73;(70)2 dw
yw—
para cada z € C\ Im(-y). Entonces g es holomorfa y
S R O
s =nt [ Sy dw
para todo n € N.
16. Calcular:
(a) fﬁr % dz cony :t € [0,271] — 4e't € C;
(b) fﬂrﬁdzcon'y:te [0,271] = 1+e* e Cykez;
(c) f7 32 dz cony: t € [0,271] — et € C;
log(1 .
(d) f7 c(’i;‘? dzcony:t € [0,2n] — 3¢ € C;
(e [, z;;g;% dzcony:te[0,2n] 1+ cCykeZ

17. Sea () C C un abierto, sean f, : 3 — C, paracadan € N,y f : O = C
funciones y supongamos que f, — f uniformemente sobre cada compacto
de Q). Si f;, es holomorfa en 2 cualquiera sea nn € N, probar que f es holomorfa
en Q) y que f;, — f' uniformemente sobre cada compacto de Q.

18. Sea H = {z € C : R(z) > 0}. Demostrar que la funcién f : H — C
definida como:

+oo
f(z) = / e # dt, paracadaz € H
0

es holomorfa.
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19. Sea r > 0, sea B,(0) el disco abierto de radio r centrado en 0, y sea
f :B;(0) — C una funcién continua que es holomorfa en B,(0). Probar que:

)= F®) 4
f(2) /| d

2711 Jjwl=r w—z

para todo z € B,(0).

20. Sea ) = C\ {a,b}, a # b, y sea 7y la curva en la siguiente figura:

e Explicar porqué #(vy,a) = n(vy,b) = 0.
o Convencerse de que v no es homotépica a cero en (). ;Puede dar una
explicaciéon rigurosa de este hecho?

21. Probar que si () es simplemente conexo y f : (3 — C es holomorfa, en-
tonces f tiene una primitiva en (). ;Es necesaria la hipétesis de simplemente
conexo?

22. Sea () un abierto simplemente conexo y sea f : (3 — C holomorfa y tal
que f(z) # 0 para todo z € Q). Sean zy € Q y wy € C tales que e = f(zp).

1. Demostrar que existe una funcién holomorfa g : 3 — C que satisface
f(z) = e8®) para todo z € Q 'y g(z9) = wy. (Sugerencia: tomar g tal que
¢ = fTI y mostrar que i = e~ 8 f es constante.)

2. Demostrar que tal g es tnica.

3. Decidir si, en las condiciones del item 1, vale que para todos z1,z, € (),
f(z1) = f(z2) = g(z1) = g(22)-

4. (Es necesaria la hipétesis de “simplemente conexo” en el item (a)?

23. Sean f y g dos funciones enteras. Probar que f2(z) + ¢%(z) = 1 para todo
z € C siy solo si existe una funcion entera h tal que f(z) = cos(h(z)) y

g(z) = sen(h(z)).

Sugerencia. Sugerencia: notar que 1 = (f +ig)(f —ig), y que por lo tanto se tiene (f +ig)(z) # 0
para todo z € Q).

4/4



