ANALISIS COMPLEJO
Segundo Cuatrimestre — 2011

Préctica 3: Series

Series
1.1. Estudiar la convergencia de la serie cuyo término general es el siguiente:

(@) an = 314, (d) ay =log (1+1),

_ _n
(b) an = 2n2+37 (e) an = sen an

_ 1
(c) an = \/TT'

1.2. Probar que la serie },~, a,, con a, = m para cada n > 2, cumple
lo siguiente:

(a) convergesiqg>0yp>1; (c) divergesig>0sip <1;

(b) convergesiqg>1lyp=1; (d) divergesi0 <g<lyp=1

1.3. Encontrar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

(@) Y04 ﬁ)s@ z", (d) Yo 4 gn
() o, 20, (&) Yoy 2",
(c) zn:lw (f Ty Sz,

1.4. Criterio de Weierstrass. Sea X un espacio métrico, para cada n € N sea
uy, : X — C una funcién y sea (M;),eny una sucesiéon de ntmeros reales
positivos. Supongamos que |u,(x)| < M, para todo x € X. Probar que:

Z M, converge — Z uy(x) converge uniformemente en X.
n=1 n=1

1.5. Sumacion por partes. Sean (a,),>0, (zn)n>0 sucesiones de nimeros com-
plejos tales que la sucesion (a,,+12n)n>0 converge. Probar que:

[e9)
E n — Ay41)Zn CONverge <= Z an(zn — zy—1) converge.
n=1

1.6. Sean (ay,),>0 Y (2n)n>0 dos sucesiones de nimeros complejos.

(a) Criterio de Dedekind. Demostrar que si lima, = 0,si Y_;> o(ay, — a,4+1) con-
verge absolutamente y si las sumas parciales de Y, ,z, estdn acotadas,
la serie )7 | ayz, converge.

(b) Criterio de du Bois-Reymond. Demostrar que si ) ;- ;(a, — a,41) converge
absolutamente y si ) ;- ; z, converge, entonces Y . ; 4,2, converge.
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Sugerencia. Usar el ejercicio anterior.

1.7. Criterio de Dirichlet. Sea (r,),>1 una sucesién decreciente de ntimeros
reales positivos que converge a 0 y sea (z,,),>1 una sucesion de nimeros com-
plejos. Probar que si las sumas parciales de )7 ; z, estdn acotadas, entonces
la serie ), | 7z, converge.

Sugerencia. Usar el criterio de Dedekind.

1.8. Determinar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias
y estudiar el comportamiento en el borde del disco de convergencia:

@ oo 2", ®) Lot s
) Yo nl+zzn’ (h) Y, nlz™

© L i) Ty 2

@ Lo 52", (i) Eniaz™,

(e) Yiq ﬁzn/ (k) Y0 z"senn,

N Tnta glim ) ro, S,

1.9. Describir el conjunto de valores de z para los cuales las siguientes series
resultan convergentes:

(@) Yo (n+21§(121+2) (&) Lo e
(o] (f) 200:1 ET/

(b) T2, =1, n=1p
e n+‘2| (&) Yot
n=1 n+1’

))l
(c) Yol n+\z|' (h) Toiy 2 =7
@ Ty (i) 235 (£55)" con faf < 1.

1.10. Sea m € Ny sea (a,),en una sucesion de ntimeros complejos. Probar
que los conjuntos de convergencia de las series ) ;> 1 4,2" y Y071 @m42" coin-
ciden.

1.11. Sea k € N. Probar que si el radio de convergencia de la serie de potencias
Y% 0 ax2" es p > 0, entonces el de Y2, a,1*z" es también p.

1.12. Determinar los términos de orden < 3 en el desarrollo en serie de po-
tencias de las siguientes funciones:

(a) e senz, (d) €=cos2,
(b) senzcosz, (e) cosecz,
() <1, (f) tanz.

1

1.13. Encontrar el desarrollo en serie de potencias de la funcién f,(z) = o

paracadan € N.

Sugerencia. Notar que f, = = 1 | f1 LPorque7

1.14. Sea f(z) = Y, a,z" una serie de potencias con radio de convergencia p
positivo. Probar que:
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(a) f(—z) = f(z) para todo z con |z| < p siy s6lo sia, = 0 para todon € N
impar.

(b) f(—z) = —f(z) para todo z con |z| < p siy s6lo si a, = 0 para todo
n € N par.

1.15. La sucesion de Fibonacci es la sucesion (a,),>0 tal que

ap =0,
ﬂlzl,

ay = a,_1+ a,_p para cadan > 2.

Consideremos la serie de potencias R(z) = Y_;"a,z".
1. Mostrar que la serie R tiene radie de convergencia positivo y que su suma
es una funcién racional de z. Dar una expresion cerrada para esa suma.
2. Descomponiendo R(z) en fracciones simples y usando la suma de la serie
geométrica, obtener un nuevo desarrollo de R(z) en serie de potencias.

3. Comparando ambos desarrollos, obtener finalmente una férmula cerrada
para el término general de la sucesion de Fibonacci.

Logaritmo y Raices n-ésimas

2.1. Sea () C C un abierto conexo. Una rama del logaritmo en () es una funcién
continua g : ) — C tal que ¢8(*) = z para todo z € Q.

(a) Mostrar que toda rama del logaritmo es inyectiva y holomorfa en Q).
(b) Probar que si g1 y g2 son dos ramas de logaritmo en Q) y si existe zg € Q)
tal que ¢1(z0) = g2(z0), entonces g1 = £».
(c) Probar que si existe una rama del logaritmo en (), entonces 0 ¢ Q y
st Q.
2.2. Sea g : () — C una rama del logaritmo y sean b € C y a € (). Definimos
ab = ebs(a),

(a) Si b € N, probar que el valor de a’ no depende de la eleccién de g y que
coincide con el producto g - - - a.
——
b veces
(b) Determinar fodos los valores que pueden tomar i, (—1)%
rar todas las posibles elecciones del logaritmo.

y 17 al conside-

(c) Fijando una rama del logaritmo, mostrar que las funciones

h:zeQmz2leC

hy:ze C—a* €C,

definidas a partir de esa rama, son holomorfas.
(d) Sean z € Q 'y a, b € C ;Qué relacién hay entre z%+? y 29207 Si ademas
z% € ), jqué relacion hay entre z% y (27)°? ;Y si b € Z?

a+b
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2.3. Sea log la rama principal del logaritmo definida en C \ R<(. Mostrar que
para todo ¢ € R se tiene que

cant 1I i—t
arctant = — 10g - .
2i gz+t

2.4. Sean € Nysea () C C* un abierto. Una rama de la raiz n-ésima en ()
es una funcién continua g : O — C tal que g(z)" = z para todo z € Q. Si
¢ : Q) — C es una rama de la raiz n-ésima, escribimos {/z a ¢(z).

(a) Probar que si QO = C\ R>o, hay exactamente dos ramas de /z en Q.
Darlas explicitamente.

(b) Demostrar que toda rama de la raiz cuadrada es holomorfa en su domi-
nio.

(c) Probar que si () es conexo y si f es una rama de la raiz cuadrada en (),
entonces f y —f son fodas las ramas.

2.5. Sea 3 = C\ R<, sea g(z) una rama del logaritmo definida en Q) y note-

mos /z a la rama de la funcion raiz ctibica definida en Q) tal que /z = ¢8(2)/3,

(a) Probar que cualquiera sea la rama g elegida para el logaritmo, {/z perte-
nece a () para todo z € Q.

(b) Encontrar todas las ramas g del logaritmo para las cuales se tiene que

¢(¥z) = 1g(z) para todo z en Q.
(c) Probar que si en lugar de considerar el abierto () se considera en cambio

C \ R>¢, aumenta la cantidad de ramas que satisfacen la condicién el
item anterior.
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