ANALISIS COMPLEJO
Segundo Cuatrimestre — 2011

Préactica 1: Ntimeros complejos

Ntimeros complejos

1.1. Expresar los siguientes ntimeros en la forma a + bi, con a,b € R:

(@ (i+1)(i—1)(i+3), (@ H, () (1+1)'%,
(b) (3 —2i)?, ‘
(© —t=, (e) 3, (9) (141)6% 4 (1—1)%5.

1.2. Sean z y w dos nimeros complejos. Mostrar que:

(1) z=zsiysolosiz €R, (d) Re(z) = ==,
b) zFw=z+7w,
(c) 70 = 2.0, () Im(z) = .

1.3. (a) Probar quesiz € C es raiz del polinomio a, X" +a,, 1 X"~ '+ +ag
de C[X], entonces Z es raiz de @, X" +a,_1 X"~ ' +--- + 1.
(b) En particular, probar que si p € R[X] es un polinomio con coeficientes
reales y z € C es una raiz de p, entonces z también lo es.

1.4. Determinar todas las soluciones complejas de la ecuacién
iz + (3 —i)z— (142i) = 0.

1.5. Siz € C, el médulo de z es |z| = v/zZ. Sean z, w € C. Probar que:
(a) siz=a+bi, es|z| = Va%+ %
(b) |zw| = |z| |w|y, siw # 0,

z| = Izl

wl = o’

(©) —|z| <Re(z) < |z[y —|z] < Im(z) < [z];

@) |z+w|* = |z]2 + |w|2 +2Re(z®) y |z — w|* = |22 + |w|? — 2Re(z®);
(e) |z +w|2 + |z — w|2 =2(|z® + |w|?);

D lz+w| < |z| + [w|y [z —w| > |z — |w].

Interpretar geométricamente las igualdades (d) y (e), conocidas como “Teore-
ma del coseno” y “Ley del paralelogramo”, respetivamente.

1.6. Demostrar que la funcién
d:(zzw) eCxCr—z—w| €R

es una métrica sobre C.
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1.7. Sean « = a +bi € Cy c € Ry. Si z = x + yi, encuentrar una condiciéon
sobre x, y, a, b y c equivalente a la ecuacién

|z—a|=c

y describir el lugar geometrico de sus soluciones.

1.8. Describir los siguientes subconjuntos de C:

(@) |z—i+3| =35, (c) Re(2z+3) >0,
(b) |z—i+3| <5, (d) Re((1+2i)z) > 0.

Funcién exponencial y funciones trigonométricas

Definicién. La funcién exp : C = C es la dada por
exp(z) =" - (cosb +i senb)
para cada z = a + bi € C. La escribimos también e* = exp(z).

2.1. (a) Probar que para todo z, w € C se tiene que ¢¥ % = e%¢”.
(b) Describir el conjunto {z € C: ¢* = 1}.
(c) Probar que si z, w € C son tales que ¢* = ¢e%, existe k € Z tal que
z = w + 2ki.
(d) Demostrar que cualquiera sea z € C, vale que % = ¢%.

2.2. (a) Obtener la forma polar de los siguientes ntimeros:

1. 141, 3. —3.
2. —b5i,

(b) Obtener la forma binomial de los siguientes niimeros:

] s
1. 3e'%, 3. e '3,

2. e 7T,

2.3. (a) Para cada n € {2,3,4,5}, describir el conjunto de soluciones de la
ecuacién z" = 1.
(b) Sean € Ny a € C\ {0}. Probar que hay exactamente n nameros com-
plejos distintos tales que z" = a.
2.4. (a) Demostrar que la funcién exp es periédica de periodo 27ri.
(b) Describir la imagen por exp de
1. el conjunto {z € C | 0 < Im(z) < 27}.
2. el primer cuadrante.
3. larecta {t+it:t € R}.
if

. i ,—i0 i0__ ,—
2.5. (a) Probar que si f € R, entonces cosf = % ysenf = < o
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Definicién. Generalizando estas igualdades, definimos para z € C,

eiz +e—iz
CoOSZ = ———
2
y
eiz _ efiz
senz = "
2i

(b) Probar que para todo z € C se cumple

cos?(z) 4 sen?(z) = 1

e = cosz+1isenz.

(c) Probar que las funciones senz y cosz son periddicas de periodo 2.

(d) Demostrar que las tinicas soluciones de la ecuacién senz = 0 son las
soluciones reales usuales. Idem con cosz = 0.

(e) Probar que para todo z € C, cos(z) = cos(z) y sen(z) = sen(z).
2.6. Describir los conjuntos {z € C:cosz € R} y {z € C:sinz € R}.

2.7. (a) Demostrar que las funciones cos, sen : C — C son suryectivas.
(b) Encuentrar todas las soluciones de la ecuacién cosz = %.
2.8. Probar quesia, b, b’ € Ry |b| < |b/|, entonces

| cos(a + bi)| < |cos(a+ V)]

|sen(a + bi)| < |sen(a+b'i)|.
2.9. Probar que siz € C\ {1}, entonces

n+1 _ 1
T4zt "= "2
z—1
A partir de ésto, obtener una férmula cerrada para la suma
1+ cosf + - - -+ cosnd

con 0 < 0 < 27m.

2.10. Probar que si g, b > 0, entonces

arctan(ﬁ) + arctan(ﬁ) = arctan(%).

Sucesiones de ntimeros complejos

3.1. Sea (zy)uen una sucesion en C y sea z € C.

(a) Probar que

nll;moozn =z < nll;moo Re(zy) = Re(z) y nll;moolm(zn) = Im(z).
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(b) Probar que si lim, 0 2y, = z, entonces limy, e 24| = |2z].
(c) Dar un ejemplo para mostrar que la afirmacién reciproca del item ante-
rior es falsa.

3.2. (a) Sea a € C. Determinar lim, . #" cuando || < 1y cuando |a| > 1.
(Qué pasa cuando |a| = 1?
(b) Probar que si « € C es tal que |a| < 1, entonces
q q

1
1—a

Ifm (1+vc+~--+zx”) =

n—oo

3.3. Calcular, en caso de que existan, los limites de las siguientes sucesiones:

@ (5", @ (5"
®) n(F)", (e) ni2"+1,
(c) cos(nrm) —l—i%(ﬁ),

3.4. El conjunto de Mandelbrot M C C es el conjunto de los nimeros ¢ € C
para los cuales es acotada la sucesion (z,),>o tal que

zp=2¢C

2
Zyy1 =2, +¢

para cada n > 0. Mostrar que M C {z € C: |z| < 2}.

Geometria del plano complejo

4.1. Sean z1,7y,z3 tres nimeros complejos distintos; idem con wy, wy, w3. Pro-
bar que son equivalentes:

(a) El tridngulo de vértices z1, 23, z3 es semejante al de vértices wy, wy, w3.

(b) Se verifican las igualdades ;i:i}z = uzé:ifs = ;2:2}1.
1 1 1
(c) Se cumple que | z1 zp z3 |=0.

wp wz2 w3
4.2. Sean z1,zy,z3 tres nimeros complejos distintos. Probar que son equiva-
lentes:
(a) El triangulo de vértices z1, zp, z3 es equilatero.
() z1z0 + 2123 + 2023 = 23 + 25 + 3.

Definicién. Una funcién f : C — C se denomina isometria si preserva distan-
cias, es decir, si |f(z) — f(w)| = |z — w| para todo par de nimeros complejos
z,w.

4.3. EL objetivo de este ejercicio es caracterizar todas las isometrias del plano
complejo.
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(a) Probar que si f(z) es isometria y a,b son niumeros complejos con |a| =1,
entonces g(z) = af(z) + b también es isometria. Concluir de ésto que:

es una isometria que verifica g(0) =0y g(1) = 1.

(b) Sea g(z) una isometria que verifica g(0) = 0y g(1) = 1. Si w = g(z),
probar que Re(w) = Re(z) y por lo tanto que g(i) =i o g(i) = —i.

(c) Si g(i) = i, probar que Im(w) = Im(z) y deducir entonces que g(z) = z
para todo z € C. Andlogamente, probar que si g(i) = —i se cumple que
g(z) =z paratodo z € C.

(d) Concluir que toda isometria del plano es de la forma f(z) = cz+d o
f(z) =cz+d,conc,deCylc| =1.

El plano complejo ampliado y la esfera de Riemann
Definicién. Sea C = CU {o0} y sea
S? = (x,x0,x3) ER3: 3 + x5+ 23 =1} CR®

la esfera de radio 1y centro (0,0,0). Sea ademds N = (0,0,1) € S2. La proyec-
cién estereogrdfica es la funcién 0 : S> — C definida de la siguiente manera. Es
O(N) =ocoy,si P € S*\{N} ysi (a,b,0) es el punto de interseccion de la recta
NP con el plano 7t = {(x1,x2,x3) € R3: x3 = 0}, entonces 8(P) = a + bi.
X1+ixp
1—x3 °
(b) Demostrar que la funcién 6 es biyectiva y su inversa ¢ : C — S? es tal
que ¢(c0) = Ny

p(z) = (

5.1. (a) Probar que si (xq,%),%3) € S?\ {N}, entonces 0(x1, x2,x3) =

2Re(z) 2Im(z) |z|? - 1>
T4+ )z2 1+ |z|*" 1+ |z|?

sizecC.
(c) Describir los conjuntos ¢({z € C: Re(z) =0}) y ¢({z € C:Im(z) = 0}).

5.2. Sea d la métrica sobre C inducida por la distancia de R3 via 6, de manera
que siz, 2/ € C, se tiene

d(z,7') = d(¢(2), ()

con d es la métrica euclidea de R3.

(a) Probar que si z, w € C, entonces

d(z,w) = 2|w — 2|
T A ER A w2
y
- 2
d =
&)= W
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(b) Demostrar que la funcién d es una métrica en C que, restringida a C, es
equivalente a la métrica usual.

(c) Demostrar que el espacio métrico (C,d) es compacto y, por tanto, com-
pleto.

5.3. Sea C una circunferencia contenida en S?. Mostrar que si C pasa por N,
entonces su imagen por 8 es una recta de C, y que si C no pasa por N entonces
su imagen es una circunferencia.

Homografias

Definicién. Una homografia es una funcién T : C — C del tipo

az+b
T(z) = cz+d

con ad — bc # 0.

6.1. ;Por qué se excluye el caso en que ad — bc = 0 en esta definicién?

6.2. Probar que el conjunto H de las homografias es un grupo bajo la compo-
sicion.

6.3. Sean zj, z3, z3 € C tres puntos distintos. Probar que existe una tnica
homografia T tal que

T(Zl> =0, T(Zz) =1, T(Z3) = ©o0Q.

Deducir de ésto que si w1, wa, w3 € C es otra terna de puntos distintos, existe
una tnica homografia que aplica z; en wy, z; en wy y z3 en ws.
6.4. (a) Encontrar todas las homografias que transformen
(i) los puntos 0,1, —ien 0, 1, oo;
(ii) los puntos 0,7, —ien1, —1, 0.
(b) Mostrar que la imagen de la circunferencia de centro 0 y radio 1 por la
primera homografia del item anterior es la recta {Re(z) = 1}.

6.5. Probar que si « € C es tal que |a| # 1, entonces la homografia T € H tal
que

transforma la circunferencia {|z| = 1} en si misma y a « en 0.
6.6. Sean A, B € GL(C) dos matrices no singulares que representan a las
homografias Ty y T, respectivamente.

(1) ;Qué homografia representa la matriz AB?

(b) {Qué homografia representa la matriz A~1?

(c) ;Qué homografias representan las matrices diagonales?

(d) ¢Cuando dos matrices distintas representan la misma homografia?
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6.7. Demostrar que una homografia T(z) = Z;_tg

puede escribir con coeficientes reales.

aplica R en R si y s6lo si se

Definicion. Si z1, zp, z3, z4 son puntos distintos de C, la razén doble es

Z] — 2 Z3 — Z4
21 — 24 Z3 —Z3

(z1,22,23,24) = eC

6.8. Probar que la razén doble (z1,z,23,24) es la imagen de z; bajo la homo-
grafia T tal que T(z2) =0, T(z3) =1y T(z4) = 0.

6.9. (a) Probar quesiT: C — C es una homografia, entonces

(T(z1), T(22), T(z3), T(z4)) = (21,22, 23, 24)

para cada elecciéon de cuatro puntos distintos z1, zo, z3, z4 € C.
(b) Demostrar que los puntos z1, z3, z3, z4 estdn en una recta o circunferencia
de Csiy solosi (z1,22,23,24) € R.

Definicién. Sea C una recta o circunferencia de C y sean zp, z3, z4 tres pun-
tos distintos de C. Dos puntos z y z* de C son simétricos respecto de C sii

(2,22, 23, 24) = (2%, 22,23, 24).
6.10. (a) Probar que la definicién anterior depende solamente de C y no de
la eleccion de los tres puntos zy, z3, z4.

(b) Probar que para cada punto z € C existe exactamente un punto z* € C
simétrico a z respecto de C. Esto nos permite definir una aplicacién

oc:z€Cr z* €C,

a la que llamamos la simetria con respecto a C.

(c) Probar que si T : C — C es una homografia tal que T(R) = C, entonces
oc = To F

(d) Probar que si S es una homografia y z y z* son puntos simétricos respecto
de C, entonces 5(z) y S(z*) son simétricos respecto de S(C).

6.11. Probar que si C C C es una circunferencia y z es su centro, entonces el
punto simétrico de z con respecto a C es oo.

6.12. Mostrar que si C es una recta, esta nueva nocién de simetria con respecto
a C coincide con la simetria usual.

6.13. Probar que si z1, 22 y z3 son tres puntos distintos de C, entonces existe
una Unica recta o circunferencia que pasa por z; y con respecto a la cual zp y
z3 son simétricos.

6.14. Encontrar homografias que transformen

(a) a la circunferencia {z € C : |z]| =2} en{z € C: |z+ 1] = 1} y a los
puntos =2y Oen 0 e i;

(b) al semiplano superior HF = {z € C:Im(z) >0} en{z € C: |z] <1}y
aax € H" en0.

6.15. Sea S(z) = 7515 Sea (z4),>1 la sucesion tal que z; = 1y z,41 = S(zn)

para cada n > 1. Calcule limy—e0 2.
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