Topologia 2010

Practica 10 - Homologia

Un poco de algebra homolégica
1. Sea 0 - M i) N £ P — 0 una sucesién exacta. Probar que son equivalentes:

a) f es seccién.

b) g es retraccion.

¢) Existe un isomorfismo ¢ : N — M @& P tal que ¢f(m) = (m,0) y
9o~ (m,p) = p.

2. Hallar todos los grupos abelianos posibles M en las siguientes sucesiones ex-
actas:

a) 0 >Zy - M —Zy—0
b) 0 = Zp, > M — Zp, — 0
c) 0=>2Z, >M—-7Z"—0

3. (Lema de los 5) Dado el siguiente diagrama de filas exactas

Ml M2 M3 M4 M5
LI TR B B
N1 NQ N3 N4 NS

Probar que

a) Siby dson monoy a es epi, entonces ¢ es mono.
b) Siby dson epiy ees mono, entonces ¢ es epi.
¢) Concluir que si a,b,d y e son iso, entonces ¢ es iso.

4. (Lema de la serpiente) Considerar el diagrama conmutativo de grupos abelianos
con filas exactas.

M, Mo My 0
O
0 Np No N3

a) Probar que hay una sucesion exacta inducida por las flechas del diagrama
ker(a) — ker(b) — ker(c) N coker(a) — coker(b) — coker(c)

b) Probar que si M; — My es mono, entonces también lo es ker(a) — ker(b).

¢) Probar que si No — N3 es epi, entonces también lo es coker(b) — coker(c).



. Probar que una sucesién exacta corta de complejos de cadenas

04, 5B, %0, 50
induce una sucesion exacta larga de homologia

VO gAY I By (B) 2 HA(C) 2 Hyoo(A) I H o (B) 2

Esta construccién es natural. 0, se llama morfismo de conexion.

. Sean (Cy,d) y (D, d’) complejos. Probar que (Cy @ Dy, d® d’) es un complejo

y que
H.(C & D)= H.(C)® H.(D).

Sea m € N. Calcular la homologia del siguiente complejo de cadenas:

oL =L —T— ... don(z) =0 dopt1(z) = ma

. Sean fy, g« : (Cx,d) — (D, d) morfismos. Una homotopia ¢ : f. = g, es una

familia de morfismos {¢,, : Cry = Dy 1}y tales que d), 1 dn+dp_1dn = fr—gn.

a) Probar que las homotopias definen una relacién de equivalencia.

b) Probar que si f. y g« son homotépicos entonces inducen el mismo mor-
fismo en la homologia:

fx=29.:Ci—= Dy = fi=g«:Hy(C)— Hyp(D)

Homologia singular

9.

Sea X espacio topoldgico y { X} familia de componentes arco conexas de X.
Probar que
Ho(X) = ©Ho(Xy).

10. Sea A C X. Probar que Hy(X,A) = 0 si y s6lo si A interseca todas las

11.

componentes arco conexas de X.

Sea A C X un subespacio. Sea o € S,,(X). o es un n-ciclo relativo si do €
Sn—1(A), y o es un n-borde relativo si o = dw+7y conw € Sp41(X)yy € Sp(A).

Probar que
n-ciclos relativos

H,(X,A) = -
( ) n-bordes relativos

Probar ademds que el morfismo de conexién 0 : Hy (X, A) — H,—1(A) cumple
que si 7 es la clase de un ciclo relativo en H, (X, A), entonces 0(7) es la clase
del ciclo do en Hy,—1(A).



12.

13.
14.

15.

16.

Probar que una funcién continua de pares f : (X,A) — (Y, B) induce un
morfismo f, : Hy(X,A) — H,(Y,B) VYn y que una homotopia de pares h :
f~g:(X,A) — (Y, B) induce una homotopia ¢ : fi =~ g, entre los complejos
relativos y por lo tanto f. = g, : Ho(X, A) — H,(Y, B).

Probar que H;(R,Q) es un grupo abeliano libre y calcular una base.

Probar que si i : A — X es un retracto, entonces i, : H,(A) — H,(X) es
mono, y que si i es retracto por deformacion i, es iso.

a) Sea {X;} una familia de espacios topoldgicos y sea z; € X; tal que (X;, x;)
es un par bueno. Si X =\/, X; es la unién de los espacios, identificando
todos los puntos bases x;, probar que H,(X) = @, H,(X;).

b) Calcular H,(\/ S*). Calcular H,(R™ — {z1,...,2m}).
i€l

a) Sea A C X retracto. Probar que Hy(X) = Hy(A) ® Hy(X, A).

b) Sea X espacio topolégico y sea p € S™. Deducir del item anterior que
Hy(X x §") = Hy(X) ® Hy(X x 8", X x {p})

¢) Probar la sucesién relativa de Mayer-Vietoris: Sea (X,Y') par topolégico,

sean A, B C X tales que int AUint B= X ysean C C Ay D C B tales
que int D Uint C' =Y. Probar que existe una sucesién exacta larga

.= H(ANB,CND)— Hy(A,C)® Hy(B,D) - Hy(X,Y) — ...
d) Probar, usando el item anterior, que
Hy(X x S", X x {p}) = H,_1(X x S"1, X x {p})

e) Deducir que
Hq(X x 8", X x{p}) = Hq—n(X)

y por lo tanto se obtiene el siguiente resultado interesante:
Hy(X x §") = Hy(X) ® Hg—n(X)
f) Calcular Hy(S™ x S™) y Hy(T,) donde T;, = S* x --- x St (n veces).

Algunas aplicaciones

17.

18.

19.

20.

Probar que S™ no es un retracto de D"*! y que toda funcién continua f :
D™ — D™ tiene algin punto fijo.

Sean U C R™ y V C R™ abiertos no vacios. Probar que si U y V' son homeo-
morfos entonces n = m.

Sea X C R" abierto. Probar que toda funcién f : X — R" continua e inyectiva
es abierta.

Sea X C R" abierto no vacio. Probar que si existe una funcién continua e
inyectiva f : X — R™, entonces m > n.



