Topologia 2010

Practica 9 - Clasificacién de revestimientos

. Una funcién es homotopicamente nula si es homotdpica a una funcién con-
stante.

a) Probar que si n > 1, entonces toda funcién continua S™ — S es ho-
motopicamente nula.

b) Probar que toda funcién continua P2 — S' es homotépicamente nula.

¢) Exhibir una funcién S* x S* — S' que no sea homotépicamente nula.

. Sea T = S' x S el toro. Considerando el isomorfismo 1 (T, (bo, by)) = Z x Z
dado por las proyecciones, describir los revestimientos de 7' asociados a los
subgrupos

a) Zx0CZXxZ;
) el subgrupo generado por (1,1) € Z x Z;
c) {(2n,2m) :n,m € Z}.
)

Probar que todo isomorfismo de 71 (T, o) esta inducido por algin home-
omorfismo T" — T que deja quieto xg

b) Probar que si E es un revestimiento conexo de T, entonces E es homeo-
morfo a R?, ST xR 6 T.

. Sea GG un grupo topoldgico arcoconexo y localmente arcoconexo con elemento
neutro e, y sea p : G — G un revestimiento con G arcoconexo y e € p_l(e).
Probar que la multiplicacién m : G x G — G y la funciéon I : G — G,
I(z) = 2! se levantan a funciones m : G x G — G'y I : G — G que hacen a
G un grupo topoldgico con neutro é. Probar ademés que p es un morfismo.

.Sean ¢ : X — Y yr:Y — Z revestimientos. Probar que si Z admite reves-
timiento universal, entonces rq también es revestimiento.

. Probar que si B admite un revestimiento universal, entonces B es semilocal-
mente simplemente conexo.

. Sea H = Up>10B,,(1/n,0) C R? el arito Hawaiano.

a) Probar que H no es semilocalmente simplemente conexo.

b) Sea C(H) el cono de H, que consiste en el subespacio de R? formado por
la unién de todos los segmentos que unen un punto de H C R? x {0}
con el punto (0,0, 1). Probar que C'(H) es semilocalmente simplemente
conexo pero no localmente simplemente conexo.



8. Sean FE, B arcoconexos y localmente arcoconexos, y sea p : £ — B un reves-
timiento. Una transformacion deck es un homeomorfismo h : E — E tal que

ph =p.

a) Sean eg,e; € p~'(bg). Probar que existe una transformacién deck h tal
que h(eg) = ey siy sblo si p.(m1(E,ep)) = p«(m1(E, e1)). Probar que si h
existe, entonces es Unica.

b) Si H = p.(m1(E,e0)) es normal en m1(B, by), entonces p : E — B se dice
un revestimiento reqular. Probar que en ese caso, el grupo de transforma-
ciones deck de F es isomorfo al grupo cociente (B, by)/H.

¢) Concluir que si p : F — B es un revestimiento universal de B, entonces
m1(B, by) es isomorfo al grupo de transformaciones deck.

9. Describir el grupo de transformaciones deck del revestimiento usual p : RxR —
St x st

10. Probar que un revestimiento conexo de dos hojas es regular.

11. (Dificil) Sea X un espacio arcoconexo, localmente arcoconexo y semilocalmente
simplemente conexo.

a) Probar que si X es regular y tiene una base numerable, entonces 71 (X, z)
es numerable.

b) Probar que si X es compacto y Hausdorff, entonces 71 (X, z) es finita-
mente generado.



