
Topoloǵıa 2010

Práctica 9 - Clasificación de revestimientos

1. Una función es homotópicamente nula si es homotópica a una función con-
stante.

a) Probar que si n > 1, entonces toda función continua Sn → S1 es ho-
motópicamente nula.

b) Probar que toda función continua P 2 → S1 es homotópicamente nula.

c) Exhibir una función S1 × S1 → S1 que no sea homotópicamente nula.

2. Sea T = S1 × S1 el toro. Considerando el isomorfismo π1(T, (b0, b0)) ∼= Z× Z
dado por las proyecciones, describir los revestimientos de T asociados a los
subgrupos

a) Z× 0 ⊂ Z× Z;

b) el subgrupo generado por (1, 1) ∈ Z× Z;

c) {(2n, 2m) : n,m ∈ Z}.

3. a) Probar que todo isomorfismo de π1(T, x0) está inducido por algún home-
omorfismo T → T que deja quieto x0

b) Probar que si E es un revestimiento conexo de T , entonces E es homeo-
morfo a R2, S1 × R ó T .

4. Sea G un grupo topológico arcoconexo y localmente arcoconexo con elemento
neutro e, y sea p : G̃ → G un revestimiento con G̃ arcoconexo y ẽ ∈ p−1(e).
Probar que la multiplicación m : G × G → G y la función I : G → G,
I(x) = x−1 se levantan a funciones m̃ : G̃× G̃→ G̃ y Ĩ : G̃→ G̃ que hacen a
G̃ un grupo topológico con neutro ẽ. Probar además que p es un morfismo.

5. Sean q : X → Y y r : Y → Z revestimientos. Probar que si Z admite reves-
timiento universal, entonces rq también es revestimiento.

6. Probar que si B admite un revestimiento universal, entonces B es semilocal-
mente simplemente conexo.

7. Sea H = ∪n≥1∂B1/n(1/n, 0) ⊂ R2 el arito Hawaiano.

a) Probar que H no es semilocalmente simplemente conexo.

b) Sea C(H) el cono de H, que consiste en el subespacio de R3 formado por
la unión de todos los segmentos que unen un punto de H ⊂ R2 × {0}
con el punto (0, 0, 1). Probar que C(H) es semilocalmente simplemente
conexo pero no localmente simplemente conexo.
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8. Sean E,B arcoconexos y localmente arcoconexos, y sea p : E → B un reves-
timiento. Una transformación deck es un homeomorfismo h : E → E tal que
ph = p.

a) Sean e0, e1 ∈ p−1(b0). Probar que existe una transformación deck h tal
que h(e0) = e1 si y sólo si p∗(π1(E, e0)) = p∗(π1(E, e1)). Probar que si h
existe, entonces es única.

b) Si H = p∗(π1(E, e0)) es normal en π1(B, b0), entonces p : E → B se dice
un revestimiento regular. Probar que en ese caso, el grupo de transforma-
ciones deck de E es isomorfo al grupo cociente π1(B, b0)/H.

c) Concluir que si p : E → B es un revestimiento universal de B, entonces
π1(B, b0) es isomorfo al grupo de transformaciones deck.

9. Describir el grupo de transformaciones deck del revestimiento usual p : R×R→
S1 × S1.

10. Probar que un revestimiento conexo de dos hojas es regular.

11. (Dif́ıcil) SeaX un espacio arcoconexo, localmente arcoconexo y semilocalmente
simplemente conexo.

a) Probar que si X es regular y tiene una base numerable, entonces π1(X,x)
es numerable.

b) Probar que si X es compacto y Hausdorff, entonces π1(X,x) es finita-
mente generado.
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