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Practica 1

Introduccion

Extension y unicidad de medidas

. Teorema de Extensién de Caratheodory-Hahn. Sea A C P(2) un dlgebra de

conjuntos y sea p una medida sobre A. Pruebe que p admite extensiéon sobre o(A).

. Sea en R la clase Z de intervalos definida por

Z=A{I:1esdelaformal, (—oc0,a], (b,c|, (d,+0) 6 R con a,b,c,d € R}.

Demuestre que la clase A formada por finitas uniones disjuntas de elementos de 7
constituye un éalgebra.

. Sea A un élgebra de conjuntos. Sean M(A) y o(A) la clase monétona y o-dlgebra

generadas por A respectivamente. Muestre que

. Sea (€2,0(.A)) un espacio medible donde A C P(Q2) y sean v y p dos medidas finitas

definidas sobre (£2,0(.A)) que coinciden sobre A. Demuestre que si A es un dlgebra
entonces v y u coinciden sobre o(.A). Deduzca que en el Teorema de Extension de
Caratheodory-Hahn la extensién resulta tnica si la medida p es o-finita.

. Mostrar con un ejemplo que en el Teorema de Extension de Caratheodory-Hahn la

extension puede no ser Unica si la medida g no es o-finita.

Teorema m — A de Dynkin

Definicién. Sea €2 un conjunto y sea P una clase de subconjuntos de €2. Decimos que P
es un mw-sistema si es cerrada por intersecciones finitas.

Definicién. Sea () un conjunto y sea D una clase de subconjuntos de 2. Decimos que D
es un \-sistema si verifica las siguientes condiciones:

(a) Q€D

(b)) Ae D= A€ D

() (A)nen €Dy AyN Ay =0sin#m = J,cy4n € D.

1. Verificar que la condicién (b) en la definicién de A-sistema puede ser sustituida por

la condicion

() ABEDyAC B=s B\ AeD.



. Probar que una clase C que es un w-sistema y un A-sistema a la vez resulta una

o-algebra.

. Teorema de Dynkin. Sean P un 7w-sistema y D un A-sistema. Mostrar que si

P C D entonces o(P) C D.

. Sea (£2,0(P)) un espacio medible donde P C P(Q2) y sean v y p dos medidas finitas

definidas sobre (€2,0(P)) tales que coinciden sobre Py u(Q) = v(2). Demuestre
que si P es un m-sistema entonces v y p coinciden sobre o(P).

Funciones de distribucion y medidas inducidas

. Sean (€2, F1) v (9, F2) dos espacios medibles y sea P una probabilidad en (21, F7).

Dada una funciéon medible X : €y — €y para A € F, definimos
Px(A) := P(X!(A)).

a) Demuestre que Px es una probabilidad en (g, F3).

b) Dada una funcién f : 3 — R medible probar que
| Px-integrable <= f(X) P-integrable

y que ademas en este caso vale la igualdad

FdPy = [ f(X)dP.
951

Comentario. En el caso en que X : ; — R sea una variable aleatoria, la medida
de probabilidad Py inducida sobre (R, B(R)) recibe el nombre de ley o distribucion
de X.

. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sea Y : @ — Rs( una variable aleatoria

con [,Y dP = 1. Definimos para A € F

= [ vor

a) Demuestre que uy es una probabilidad en (€2, F).

b) Si f es py-integrable obtenga una expresién para fQ fduy en términos de la
probabilidad original.

. Sean (€, F, P) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria definida sobre

este espacio y g : R — R una funcién medible Borel. Mostrar que

a) Si X es una variable aleatoria discreta y g(X) es P-integrable entonces

E(9(X)) = ) g(x)P(X = z)
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b) Si X es una variable aleatoria absolutamente continua con densidad fx y g(X)
es P-integrable entonces

E(g(X)) = / o) fx () da

R

. Muestre que dada una funcién de distribucion F' existe una variable aleatoria X

que tiene a F' como funcién de distribucién acumulada asociada (i.e. Fix = F'). Mas
aun, muestre que esta variable aleatoria es tinica en el sentido de que cualquier par
de variables aleatorias con esta propiedad tienen la misma distribucion.

. Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y sea X una variable aleatoria definida

sobre este espacio. Pruebe que
Fx absolutamente continua <= Px < L

donde £ denota la medida de Lebesgue sobre (R, B(R)). Muestre que en este caso
la derivada de la funcién de distribucién acumulada F% coincide con la derivada de

Radon-Nykodym %. Esta recibe el nombre de densidad de X.

. Muestre que existe una variable aleatoria continua que no es absolutamente con-

tinua. Es decir, construir un espacio de probabilidad (€2, F, P) en donde se tenga
definida una variable aleatoria X con funcion de distribucién continua pero no ab-
solutamente continua.

Medida producto

. Sean (1, F1) y (Q9, F3) dos espacios medibles. En el producto cartesiano €3 x

sea la clase R de rectangulos
R={AxB:AecF, BecF}.

Demuestre que la clase A formada por finitas uniones disjuntas de elementos de R
constituye un algebra.

Definicién. Sean (4, F;) v (€92, F2) dos espacios medibles y sea R la clase de
subconjuntos de €21 x €25 del ejercicio anterior. Definimos la o-dlgebra producto como
la menor o-algebra que contiene a ‘R. La denotaremos por F; ® Fo.

. Sean (21, F1) y (g, F2) dos espacios medibles y sea F; ® F; la o-dlgebra producto.

Demuestre que para todo A € F; ® F; las secciones
Awl = {Wg € QQ . ((JJl,WQ) € A}
Ay, i={w1 € Y @ (w1, wq) € A}

son medibles y que ademas vale

P(A) = /Pl(AwQ) APy = /PQ(AM) AP



5.

Funciones medibles y espacios producto

1. Demuestre que las siguientes o-4lgebras coinciden en R*. Los conjuntos pertenecientes

a éstas reciben el nombre de borelianos de RE.

a) ]:1:0<B(x,r):x€Rk,r>0>

f) Fe = a((—oo,al] X (—00,ag] X ... X (—00,at] ,a; € R)

Aqui m; : R¥ — R denota la i-ésima proyeccién candnica.

. Mostrar con un ejemplo que si (A, J) es un espacio topolégico y § es una base para

la topologia J entonces no necesariamente vale o(J) = o(5). ;Qué condicién es
suficiente para que valga la igualdad?

. Mostrar con un ejemplo que si (A1, J1) y (A2, J2) son espacios topoldgicos y si

(A1 x Ay, J1 X Jo) es el espacio producto equipado con la topologia producto entonces
no necesariamente vale o(J; X J2) = o(J1) ® o(Jz2). i Vale la inclusién en algin
sentido? ;Qué condicion es suficiente para que valga la igualdad?

Comentario. Los ejercicios 2 y 3 muestran que para un espacio topolégico arbitrario
no necesariamente vale las igualdad entre las o-algebras que figuran en el ejercicio 1.
Por este motivo debemos tener cuidado a la hora de definir la clase de los borealianos
en un espacio topolédgico cualquiera. Entenderemos por los borelianos de un espacio

topoldgico (A, J) a los elementos de o(J), la o-dlgebra generada por los abiertos
de A.

. Sea (£, F) un espacio medible y sea X : Q — R¥ una funcién. Demuestre que X es

un vector aleatorio (i.e. X es funcién medible si se considera a R* con la o-algebra de
los borelianos) si y sélo si cada una de las coordenadas X; es una variable aleatoria.

. Sea {(Q, Fi)}_, una familia de espacios medibles. Definimos la o-4lgebra producto

®p_;Fr para n > 3 de manera inductiva como
R Fi i= (@}33 fk> ® Fn.

Sean ademas para cada 1 < ¢ < n las proyecciones candnicas

T - ﬁQk —)QZ

k=1



Probar que ®}_, Fj, es la menor o-dlgebra sobre el espacio producto [[,_, Q para la
cual las proyecciones candnicas resultan funciones medibles. Deducir que si (€, Fo)
es otro espacio medible y se tiene una funcion

fiQ— [ %
k=1

entonces
f ®j_; Fr-medible <= m; 0 f F;-medible V1 <i < n.

Es decir, la funcién f vista como vector es medible si y sélo si cada una de sus
coordenadas es medible. Notar que esta es la versién general del ejercicio 4.

6. Sean (2; un conjunto, (24, Fa)aer una familia de espacios medibles y X,, : 23 — €,
una funcién para cada o € I'. Sea G = (X, : a € I') la menor o-dlgebra sobre
para la cual las funciones X, resultan medibles. Sean ademés (€2, F) otro espacio
medible y una funciéon Y : Q@ — ;. Demuestre que Y es G-medible si y sélo si
X,0Y es F,-medible para todo o € I'. Relacionar con el ejercicio anterior.

6. Independencia

Definicién Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad. Se tienen las siguientes nociones de
independencia:

(1) Los eventos A y B se dicen independientes si

P(ANB) = P(A)P(B).

(77) Una coleccién de eventos Ay, ..., A, se dice mutuamente independientes si
P(Ai N---NA;,) = P(A;,) - P(Ay,)
paratodo h<n, 1 <i1 <ig <--- <1 <n.
En general, dada una familia arbitraria de eventos (A, )aer diremos que son independientes

si para cualquier subconjunto finito oy,...,ax con k > 2 los eventos A,,, -, Ay, son
independientes.

(#7) Una coleccion {H, : o € I'} de clases de conjuntos medibles (H, C F V o € T') se
dice independiente si (H,)qer son eventos independientes para toda posible eleccién

de H, € H,.

(1v) Dos variables aleatorias X, Y : Q — R se dicen independientes si para cualquier par
de eventos A, B € B! se tiene que X '(A) y Y !(B) son independientes. Es decir

P(Xe€A)YeB)=P(Xe€APY €B)

para todo A, B € B!,



(v) Las variables aleatorias X, ..., X, se dicen independientes si para toda eleccién de
eventos Ay,..., A, € B! se tiene que X;'(4,),..., X 1(4,) son independientes.

n

Puede demostrase que esta definicion es equivalente a pedir que
i=1 i=1
para todo A;,..., A, € B

En general, dada una familia arbitraria de variables aleatorias (X, )aer, diremos que son
independientes si para cualquier subconjunto finito o, ..., aj las variables aleatorias X,
son independientes.

Una manera equivalente de definir independencia de variables aleatorias es pedir que las
o-algebras generadas resulten familias independientes.

(vi) La variable aleatoria X se dice independiente de la o-dlgebra F si o(X) resulta
independiente de F. Equivalentemente, podemos pedir que x 4 resulte independiente
de X para todo conjunto A € F, donde x4 denota la indicadora del conjunto A.

(vii) Dos familias de variables aleatorias (X;)ier e (Y;)jes se dicen independientes si
o(X; :i € I) es independiente de o(Y; : j € J).

1. Probar que si A y B son eventos independientes en un espacio de probabilidad
entonces también lo son Ay B. Idem para A°y B€.

2. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sean X,Y:€) — R variables aleatorias.
Son equivalentes:

a) Las variables aleatorias X e Y son independientes.

S

o

La probabilidad Pxy inducida por el vector aleatorio (X,Y") en (R? %) es una
medida producto. ;De qué medidas es el producto?

)
) Los eventos {X < a} e {Y < b} son independientes para todo a,b € R .
)
d)

e) En el espacio de probabilidad (R?, B2, Pxy) las proyecciones canénicas 71 y o
son variables aleatorias independientes.

Si las variables X e Y son independientes lo notaremos X LY.

3. a) Mostrar que si X y Y son variables aleatorias discretas
X1Y <= pxy = pxpy-

b) Mostrar que si X y Y son variables aleatorias absolutamente continuas

X1Y <= fxy = fx [y



4. ;Es cierto que si X e Y son variables aleatorias absolutamente continuas entonces
que el vector (X,Y') también lo es? Relacionar con el ejercicio anterior.

Nota. Decimos que (X, Y) es absolutamente continuo si la medida de probabilidad
conjunta Pxy es absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue en R2.

5. Pruebe que si X e Y son variables aleatorias independientes y f y ¢ son funciones
medibles Borel tales que max{E[f(X)?],E[g(Y)?]} < +oo entonces

E[f(X)g(Y)] = E[f(X)E[g(Y)].



